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Referat
In dieser Arbeit wird ein mathematisches Modell hergeleitet, das die chemischen Vorgänge bei
der Oxidation von Gummiwerkstoffen und deren Auswirkungen auf wichtige Eigenschaften in
einem mechanischen Materialmodell beachtet.
Das mechanische Materialverhalten wird mit Hilfe eines neuartigen Ansatzes modelliert. Das in
dieser Arbeit vorgestellte Dynamische-Netzwerk-Modell betrachtet die Auswirkungen der che-
mischen Reaktionen auf das mechanische Verhalten als einen kontinuierlichen Netzwerkumbau
durch das Entfernen und neue Einsetzen von Verbindungen zwischen Polymerketten. Basierend
auf experimentellen Erkenntnissen werden Hypothesen formuliert, die eine Kopplung zwischen
den Oxidationsreaktionen und der Veränderung des mechanischen Verhaltens herstellen. Durch
Beachtung von Diffusion und Reaktion kann der Effekt der diffusionslimitierten Oxidation
(DLO-Effekt) simuliert werden.
Um eine Bestimmung der Modellparameter zu ermöglichen, werden verschiedene Experimente
vorgeschlagen, mathematisch modelliert und deren Eignung zur Parameteridentifikation ana-
lysiert. Mit einer vergleichsweise geringen Anzahl von Experimenten können sowohl die chemi-
schen als auch die mechanischen Modellparameter sicher identifiziert werden.
In dieser Arbeit wird zudem ein sogenannter gestaffelter Lösungsalgorithmus vorgeschlagen, der
das Alterungsproblem nach einer mathematischen Entkopplung unterschiedlicher Feldproble-
me über geeignete Kopplungsvariablen effizient berechnen kann. Mit Hilfe dieses Algorithmus
kann eine Simulation effizient durchgeführt und das Alterungsverhalten komplexer Strukturen
vorhergesagt werden.
Die Simulation anwendungsnaher Strukturen zeigt, dass die abgeleiteten Modelle und Algorith-
men problemlos in einem industriellen Umfeld einsetzbar sind.
Schlagworte
Gummi, Oxidation, Alterung, DLO-Effekt, Diffusion, Reaktion, Relaxation, Kriechen, bleiben-
de Deformation, Mullins-Effekt, gestaffelter Algorithmus
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Abstract
Due to the great importance of rubber materials in industrial applications, the prediction of the
material behavior is a current research field. Particularly the property changes that are induced
by chemical processes play a major role, as these aging effects must be understood, predicted
and reduced due to the increased requirements regarding the durability of components.
In the context of this thesis, a mathematical model that predicts and considers the chemical
processes and their effects on important properties in a mechanical material model is derived.
Oxidation through atmospheric oxygen is specifically examined in this work.
The mechanical material behavior of aging rubber materials is modeled using a novel approach.
The dynamic network model introduced in this paper considers the effects of the chemical re-
actions on the mechanical behavior as a continuous restructuring of the network by removing
and inserting new crosslinks between polymer chains. Based on experimental obervations a
coupling between the oxidation reactions and a change of the mechanical material behavior is
proposed. By taking into account the diffusion and reaction the local distribution of oxygen in
large sized components can be computed. Thus, the effect of diffusion limited oxidation (DLO
effect) can be predicted.
In order to make an identification of the model parameters possible, different experiments are
suggested, modeled mathematically and their suitability for parameter identification is ana-
lyzed. Not only the chemical, but also the mechanical model parameters can be identified
reliably using a comparably few number of experiments.
Moreover, a so-called staggered solution algorithm that can calculate the aging problem effi-
ciently after a mathematical uncoupling of the field problems using a suitable coupling variable
is introduced. This algorithm can perform a simulation efficiently and predict the aging behav-
ior of complex structures.
The simulation of application oriented structures proofs the applicability of the derived models
and algorithms within an industrial environment.
rubber, oxidation, ageing, DLO effect, relaxation, stiffening, permanent set, staggered solu-
tion algorithm, Mullins-effect
Zusammenfassung
Aufgrund der großen Bedeutung technischer Gummiwerkstoffe in industriellen Anwendungen
ist die Vorhersage des Materialverhaltens ein aktuelles Forschungsgebiet. Insbesondere die Ver-
änderung der Eigenschaften, die durch chemische Prozesse herbeigeführt werden, spielen eine
große Rolle, da aufgrund gestiegener Anforderungen an die Haltbarkeit von Bauteilen diese
Alterungseffekte verstanden, vorhergesagt und abgeschwächt werden müssen.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein mathematisches Modell hergeleitet, das die chemischen Vor-
gänge vorhersagt und deren Auswirkungen auf wichtige Eigenschaften in einem mechanischen
Materialmodell beachtet. Insbesondere der Oxidation durch Luftsauerstoff wird Rechnung ge-
tragen.
Das mechanische Materialverhalten alternder Gummiwerkstoffe wird mit Hilfe eines neuartigen
Ansatzes modelliert. Das in dieser Arbeit vorgestellte Dynamische-Netzwerk-Modell betrachtet
die Auswirkungen der chemischen Reaktionen auf das mechanische Verhalten als einen kontinu-
ierlichen Netzwerkumbau durch das Entfernen und neue Einsetzen von Verbindungen zwischen
Polymerketten. Basierend auf experimentellen Erkenntnissen werden Hypothesen formuliert,
die eine Kopplung zwischen den Oxidationsreaktionen und der Veränderung des mechanischen
Verhaltens herstellen. Durch Beachtung von Diffusion und Reaktion kann die lokale Sauer-
stoffverteilung in großvolumigen Bauteilen berechnet und der Effekt der diffusionslimitierten
Oxidation (DLO-Effekt) vorhergesagt werden.
Um eine Bestimmung der Modellparameter zu ermöglichen, werden verschiedene Experimente
vorgeschlagen, mathematisch modelliert und deren Eignung zur Parameteridentifikation ana-
lysiert. Mit einer vergleichsweise geringen Anzahl von Experimenten können sowohl die chemi-
schen als auch die mechanischen Modellparameter sicher identifiziert werden.
In dieser Arbeit wird zudem ein sogenannter gestaffelter Lösungsalgorithmus vorgeschlagen, der
das Alterungsproblem nach einer mathematischen Entkopplung unterschiedlicher Feldproble-
me über geeignete Kopplungsvariablen effizient berechnen kann. Mit Hilfe dieses Algorithmus
kann eine Simulation effizient durchgeführt und das Alterungsverhalten komplexer Strukturen
vorhergesagt werden.
Die Simulation anwendungsnaher Strukturen zeigt, dass die abgeleiteten Modelle und Algorith-
men problemlos in einem industriellen Umfeld einsetzbar sind.
Gummi, Oxidation, Alterung, DLO-Effekt, Relaxation, Versteifung, bleibende Deformation,
gestaffelter Lösungsalgorithmus, Mullins-Effekt

Kapitel 1
Einleitung
Gummimaterialien haben aufgrund ihrer sehr besonderen Eigenschaften eine große Bedeutung
bei technischen Anwendungen. In ihrem Einsatzgebiet sind sie verschiedensten Umwelteinflüs-
sen ausgesetzt, die zu Alterungsvorgängen führen, die eine Veränderung der physikalischen und
chemischen Eigenschaften zur Folge haben. Da die Funktionsfähigkeit und Lebensdauer von
Gummibauteilen stark durch diese Vorgänge beeinflusst wird, besteht ein großes Interesse an
einer realistischen Vorhersage der Alterung. Da ein Großteil der Gummiwerkstoffe dem Luft-
sauerstoff ausgesetzt ist, kommt der oxidativen Alterung eine besonders große Bedeutung zu.
Durch die Diffusion von Sauerstoff in das Material und darauf folgende Reaktionen wird ein
komplexer chemischer Mechanismus ausgelöst. Dieser Mechanismus führt zum einen zur Spal-
tung bestimmter Verbindungen im Polymernetzwerk, zum anderen werden zusätzliche Sauer-
stoffbrücken in das Material eingebracht. Diese Prozesse führen zu unterschiedlichen Verände-
rungen, bei manchen Werkstoffen kann eine Steifigkeitserhöhung beobachtet werden, andere
Elastomere werden hingegen weich und klebrig. Dies ist abhängig davon, ob der Spaltungs-
oder der Neuvernetzungsprozess vorherrschend ist. Bei Alterung unter Belastung ist zudem ei-
ne bleibende Dehnung nach Entlastung zu beobachten, welche die Funktionsfähigkeit mancher
Bauteile stark beeinträchtigen kann.
Die Voraussetzung für oxidative Alterung ist das Vorhandensein von Sauerstoff. Insbesonde-
re bei hohen Temperaturen ist die Reaktionsrate verglichen mit der Diffusionsgeschwindigkeit
sehr hoch. Bei großvolumigen Bauteilen führt dies dazu, dass der Sauerstoff zu einem Großteil
in äußeren Regionen verbraucht wird und ein Eindiffundieren in innere Bereiche verhindert
wird. Somit sind große Bauteile im Inneren nahezu ungealtert, die äußeren Bereiche hingegen
sind sehr stark gealtert. Dieser Effekt wird als diffusionslimitierte Oxidation (“diffusion-limited
oxidation” (DLO)) bezeichnet. Dieser Effekt ist stark temperaturabhängig und erschwert die
Interpretation bestimmter Alterungsexperimente erheblich.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Modell entwickelt, mit dessen Hilfe chemische Prozesse der
Alterung abgebildet und deren Effekte innerhalb eines mechanischen Materialmodells berück-
sichtigt werden. Die Abbildung der chemischen Prozesse benötigt eine detaillierte Modellierung
des Stofftransportprozesses sowie der ablaufenden chemischen Reaktionen. Informationen aus
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der Lösung dieses Diffusions- und Reaktionsproblems werden dann verwendet, um die Aus-
wirkungen auf das mechanische Materialverhalten vorhersagen und berechnen zu können. Über
geeignete Materialfunktionen werden die Auswirkungen der chemischen Prozesse auf das mecha-
nische Materialverhalten realitätsnah beachtet. Zudem wird der Einfluss einer bei Elastomer-
werkstoffen zumeist großen Deformation auf die Diffusion beachtet. Bei der mathematischen
Modellierung wird besonders darauf geachtet, dass die Vorhersagen der Modelle mit experi-
mentellen Erkenntnissen übereinstimmen und wichtige physikalische Grundprinzipien erfüllt
werden. Zudem werden effiziente numerische Algorithmen abgeleitet, mit deren Hilfe die Si-
mulation anwendungsrelevanter Strukturen möglich ist. Diese speziellen Verfahren müssen das
auftretende Mehrskalenproblem der oxidativen Alterung beachten. Da sich die beherrschenden
Zeitskalen des chemischen und mechanischen Problems um mehrere Größenordnungen unter-
scheiden, können vollständig gekoppelte Berechnungsalgorithmen schon bei einfachen Proble-
men aufgrund des immensen Rechenaufwands nicht verwendet werden.
Mit Hilfe der mathematischen Modelle ist es möglich, die experimentellen Erkenntnisse aus
einfachen Geometrien auch auf die Simulation komplizierter Gebiete anzuwenden. Neben dieser
räumlichen Extrapolation können die Simulationsmethoden ebenfalls verwendet werden, um
die beschleunigten Alterungsversuche bei hohen Temperaturen auf einsatzrelevante niedrigere
Temperaturen zu extrapolieren. Experimente zur Alterung benötigen bei typischen Einsatz-
temperaturen lange Zeiten. Mit Hilfe des Simulationsmodells können die Modellparameter mit
beschleunigten Alterungsversuchen kalibriert und das Verhalten für niedrige Temperaturen ex-
trapoliert werden.
In den Kapiteln 2 und 3 werden Grundlagen der Kontinuumsmechanik sowie der Aufbau und
wichtige Eigenschaften von Gummiwerkstoffen dargestellt. Die chemischen Reaktionen, die zu
einer Alterung des Materials führen, werden detailliert vorgestellt. Zudem wird auf die Auswir-
kungen eingegangen, die der chemische Reaktionsmechanismus auf das mechanische Material-
verhalten hat.
In Kapitel 4 wird die mathematische Modellierung der chemischen Prozesse vorgestellt. Das ent-
stehende Differentialgleichungssystem wird durch eine große Anzahl von Parametern bestimmt,
die nicht alle aus Experimenten bestimmt werden können. Es wird gezeigt, dass die Zahl der
Parameter deutlich verringert werden kann, ohne das für die Vorhersage der Alterung relevan-
te Verhalten des Differentialgleichungssystems zu beeinflussen. Es werden zudem existierende
mechanische Materialmodelle vorgestellt, die in der Literatur verwendet werden, um Effekte
der Alterung abzubilden. Diese Modelle werden analysiert und ihre prinzipiellen Eigenschaf-
ten diskutiert. Davon ausgehend wird das im Rahmen dieser Arbeit entworfene Dynamische-
Netzwerk-Modell vorgestellt und die Grundannahmen sowie die bestimmenden Gleichungen
hergeleitet. Mit Hilfe experimenteller Daten und der Erkenntnisse aus der mathematischen
Modellierung der chemischen Prozesse wird zudem eine Kopplung zwischen Materialfunktio-
nen des Dynamischen-Netzwerk-Modells und bestimmten Alterungsreaktionen hergestellt. Im
letzten Abschnitt dieses Kapitels wird der Zugang zur Modellierung des Mullins-Effektes dar-
3gestellt, der eine Verallgemeinerung des Ansatzes von Ogden u. Roxburgh (1999) darstellt.
In Kapitel 5 werden Experimente vorgestellt, anhand derer die Materialparameter des mathe-
matischen Modells identifiziert werden können. Durch eine mathematische Modellierung der
Experimente wird zudem gezeigt, unter welchen Bedingungen bestimmte Parameter besonders
genau bestimmt werden können. Die Funktionsweise der Identifikationsstrategien wird an aus-
gewählten Beispielen demonstriert.
In Kapitel 6 wird dargestellt, wie eine numerische Berechnung der Modellantwort erfolgen kann.
Dabei wird insbesondere auf das spezielle Mehrskalenproblem der chemischen Alterung einge-
gangen und gezeigt, in welcher Weise eine numerische Simulation effizient umgesetzt werden
kann. Zudem wird gezeigt, wie mit Hilfe von modernen Eigenschaften der Programmiersprache
Fortran eine Implementierung für die Finite-Elemente-Methode (FEM) in einfacher und wenig
fehleranfälliger Weise erfolgen kann.
Das Kapitel 7 behandelt Anwendungs- und Simulationsbeispiele unter Verwendung der abgelei-
teten Modelle und Methoden. Es wird gezeigt, dass mit Hilfe der vorgestellten Parameteriden-
tifikation aus einfachen Experimenten auf das Verhalten komplexerer Strukturen geschlossen
werden kann. Des Weiteren wird demonstriert, dass der spezielle Lösungsalgorithmus auch bei
kritischen Problemen konvergiert. Anhand der Simulation einer Fahrwerksbuchse wird zudem
gezeigt, dass auch das Verhalten industriell relevanter Bauteile mit Hilfe des Modells und der
Algorithmen berechnet werden kann.
Kapitel 2
Grundlagen der Kontinuumsmechanik
und Thermodynamik
In den folgenden Abschnitten werden wichtige kontinuumsmechanische Größen und Gleichun-
gen eingeführt. In dem ersten Abschnitt wird die in dieser Arbeit verwendete Notation ein-
geführt. Zudem werden Größen beschrieben, die zur Charakterisierung der Deformation eines
Körpers geeignet sind. In dem zweiten Abschnitt werden wichtige Bilanzgleichungen diskutiert.
Es wird insbesondere auf die Entropiebilanz eingegangen, da insbesondere aus dieser wichtige
Schlussfolgerungen für die in dieser Arbeit verwendete Materialmodellierung gezogen werden
können.
Die Grundlagen werden nur zusammenfassend eingeführt. Eine ausführliche Herleitung aller
Größen ist gängiger Literatur zu entnehmen, z.B. Haupt (1999), Holzapfel (2000), Parisch
(2003), Greve (2003).
2.1 Tensorrechnung
Die in dieser Arbeit verwendeten Grundlagen der Tensorrechnung sind in Ihlemann (2014)
dargestellt. Tensoren werden durch Unterstreichung gekennzeichnet, wobei die Anzahl der Un-
terstriche die Stufe des Tensors bestimmt. Tensoren erster Stufe sind Vektoren in R3, Tensoren
zweiter Stufe sind lineare Abbildungen von R3 auf sich selbst (Shutov u. Kreißig (2008)).
Der Einheitstensor wird mit I bezeichnet. Seine Eigenschaft ist, dass er beliebige Vektoren auf
sich selbst abbildet:
I · x = x ∀x . (2.1)
Ein Tensor X wird als invertierbar bezeichnet, wenn ein Tensor Y existiert, so dass
X · Y = Y ·X = I (2.2)
gilt. Der Tensor Y wird in diesem Fall Inverse genannt und mit X 1 gekennzeichnet.
Symmetrische Tensoren zweiter Stufe haben die Eigenschaft, dass sie mit ihren Transponierten
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zusammen fallen:
X ist symmetrisch ⇔ X = XT . (2.3)
Ein antimetrischer Tensor ist gleich dem negativen Transponierten:
X ist antimetrisch ⇔ X = −XT . (2.4)
Das folgende doppelte Punktprodukt wird über die Spur tr eines Tensors definiert:
X ·· Y = tr
(
X · Y
)
. (2.5)
Das doppelte Punktprodukt zwischen einem symmetrischen und einem antimetrischen Tensor
ist stets 0.
Ein deviatorischer Tensor hat die Eigenschaft, dass er spurfrei ist, d.h. sein doppeltes Punktpro-
dukt mit dem Einheitstensor verschwindet. Der Deviator X ′ eines Tensors X ist der eindeutige
spurfreie Anteil, der wie folgt berechnet werden kann:
X ′ = X − X ·· I3 I ⇒ X
′ ·· I = X ·· I − X ·· I3 I ·· I = 0 . (2.6)
Die Spur eines Tensors wird auch als erste Hauptinvariante I1 bezeichnet:
trX = I1
(
X
)
= X ·· I . (2.7)
Die dritte Hauptinvariante I3 eines Tensors ist als seine Determinante definiert. Ein Tensor
wird als unimodular bezeichnet, wenn seine Determinante den Wert 1 besitzt. Der unimodulare
Anteil X¯ eines Tensors X kann durch Multiplikation mit einem Skalar berechnet werden:
X¯ = I3
(
X
) 1
3 X . (2.8)
Die Frobeniusnorm eines Tensors kann durch das folgende doppelte Punktprodukt mit sich
selbst berechnet werden:
‖X‖ =
√
X ··XT . (2.9)
Ein Tensor wird als positiv definit bezeichnet, wenn eine Multiplikation mit einem Vektor von
links und rechts stets positiv ist:
X ist positiv definit ⇔ x ·X · x > 0 ∀ x 6= 0 . (2.10)
Zwei unimodulare, symmetrisch positiv definite Tensoren besitzen die besondere Eigenschaft,
dass ihr doppeltes Punktprodukt stets größer oder gleich 3 ist:
X¯ ·· Y¯ ≥ 3 ∀X¯, Y¯ mit X¯, Y¯ symmetrisch, positiv definit, I3
(
X¯
)
= I3
(
Y¯
)
= 1 . (2.11)
Ein Beweis wird in Haupt u. Lion (2002) angegeben.
Für jeden symmetrischen Tensor zweiter StufeX existiert eine Orthonormalbasis {eI , eII , eIII},
die sogenannten Eigenvektoren von X, so dass
X =
III∑
i=I
Xiei ◦ ei . (2.12)
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Die Werte Xi werden als Eigenwerte bezeichnet.
Der Raum der Tensoren zweiter Stufe besitzt eine Vektorraumstruktur. Die linearen Abbil-
dungen von Tensoren zweiter Stufe auf sich selbst sind die Tensoren vierter Stufe. Wichtige
Vertreter sind die sogenannten isotropen Tensoren vierter Stufe. Deren erster VertreterJ1 kann
aus dem dyadischen Produkt zweier Einheitstensoren berechnet werden:
J1 := I ◦ I . (2.13)
Der zweite und dritte isotrope Tensor vierter Stufe können durch ihre Wirkung auf Tensoren
zweiter Stufe definiert werden:
J2 ··X = XT , J3 ··X = X ∀X . (2.14)
Der sogenannte Symmetrisierer JS kann aus einer Summe von J2 und J3 berechnet werden:
JS =
1
2
(
J2 + J3
)
⇒ JS ··X = 12
(
X +XT
)
. (2.15)
Der DeviatorisiererJD kann ebenfalls aus der Summe zweier isotroper Tensoren vierter Stufe
berechnet werden:
JD = J3 − 13J1 ⇒ JD ··X = X
′ . (2.16)
Das Produkt dreier Tensoren zweiter Stufe kann über eine spezielle Transposition als das Pro-
dukt eines Tensors vierter Stufe mit einem Tensor zweiter Stufe ausgedrückt werden:
X · Y · Z =
(
X ◦ Z
)T24 ·· Y . (2.17)
Die doppelte Symmetrisierung dieses Tensors vierter Stufe wird wie folgt gekennzeichnet:
KS24 := JS ··KT24 ·· JS . (2.18)
Dieser Tensor tritt beispielsweise bei der Ableitung der Inverse eines symmetrischen Tensors X
nach sich selbst auf:
∂X 1
∂X
= −
(
X 1 ◦X 1
)S24
. (2.19)
Wichtige Eigenschaften dieser Tensoren vierter Stufe sind in Ihlemann (2014) dargestellt.
2.2 Deformationsmaße
Der Deformationsgradient F ist der Tensor, der materielle Linienelemente dr˜ der Referenzkon-
figuration auf materielle Linienelemente dr der aktuellen Konfiguration abbildet:
dr = F · dr˜ . (2.20)
Die dritte Hauptinvariante J3 von F entspricht dem lokalen Dichteverhältnis zwischen Referenz-
und Momentankonfiguration:
J3 := I3
(
F
)
= ρ˜
ρ
. (2.21)
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Für jeden invertierbaren Tensor zweiter Stufe und damit auch für den Deformationsgradienten
existiert eine multiplikative Zerlegung in einen orthogonalen Tensor R mit RT ·R = I und einen
symmetrisch positiv definiten Tensor, die sogenannte Polarzerlegung. Sie kann auf folgende zwei
Arten erfolgen:
F = R · U = V ·R . (2.22)
Der Tensor U wird als Rechtsstrecktensor bezeichnet, V als Linksstrecktensor.
Mit Hilfe des Deformationsgradienten können weitere Deformationstensoren definiert werden.
Der in dieser Arbeit hauptsächlich verwendete rechte Cauchy-Green-Tensor C ist definiert
als
C = U2 = F T · F . (2.23)
2.3 Zur Mechanik offener Systeme
Das Problem der Alterung von Gummiwerkstoffen wird maßgeblich durch das Eindiffundieren
von Sauerstoff sowie dessen Reaktion mit dem Elastomer beeinflusst. Bei dem betrachteten
Körper handelt es sich folglich um ein offenes System, dessen Masse nicht konstant ist. Die
Tatsache, dass Stoffaustausch mit der Umgebung stattfindet, führt zu veränderten Bilanzglei-
chungen, beispielsweise treten in der Impulsbilanz zusätzliche Zufuhrterme auf (Haupt (1999)).
Im Rahmen der oxidativen Alterung ist die Massenzunahme jedoch sehr gering und die daraus
folgende Impulszufuhr in sehr guter Näherung vernachlässigbar gegenüber der durch die typi-
scherweise auftretenden äußeren Kräfte. Bei vielen biologischen Systemen können die Effekte
einer Massenzunahme hingegen nicht vernachlässigt werden (z.B. Kuhl u. Steinmann (2003)).
2.4 Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik
Die Energie eines Körpers setzt sich aus dessen kinetischer Energie K und dessen innerer Ener-
gie E zusammen. Die innere Energie wird als extensive Zustandsgröße axiomatisch eingeführt
(Haupt (1999)). Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die Änderung der Ener-
gie eines Körpers durch Zufuhr mechanischer Leistung Pex und Wärmezufuhr Q hervorgerufen
wird:
.
K +
.
E = Pex +Q . (2.24)
Diese Gleichung kann, wie in Haupt (1999) gezeigt wird, in mehreren Schritten in folgende
lokale Form überführt werden:
ρ˜
.
e = −∇˜ · Q+ ρ˜r + 12 T˜ ··
4
C . (2.25)
Dabei stellen e die spezifische innere Energie, Q den Piola-Kirchhoff Wärmeflussvektor
und r eine volumenförmig verteilte Wärmequelle dar. Das doppelte Punktprodukt des zwei-
ten Piola-Kirchhoff Spannungstensors T˜ mit der materiellen Zeitableitung des rechten
Cauchy-Green-Tensors
4
C ist proportional zur spezifischen Spannungsleistung psp:
ρ˜psp =
1
2 T˜ ··
4
C . (2.26)
8 2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik und Thermodynamik
2.5 Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik
Makroskopisch beobachtete Prozesse sind dadurch gekennzeichnet, dass sie nur in einer be-
stimmten Richtung ablaufen, wenngleich die Erhaltungssätze der Mechanik und Thermodyna-
mik auch die umgekehrte Richtung zulassen. Diese Richtungseinschränkungen werden durch
den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik beschrieben. Eine ausführliche Darstellung ist bei-
spielsweise in Haupt (1999), Greve (2003), Parisch (2003) und Willner (2003) zu finden.
Grundlage des zweiten Hauptsatzes ist die Einführung einer extensiven Zustandsgröße Entropie.
Die spezifische Entropie s erfüllt die folgende allgemeine Bilanzgleichung:
ρ˜
.
s = −∇˜ · Σ + ρ˜σ + ρ˜γ . (2.27)
In Gleichung (2.27) stellen Σ den spezifischen Entropiefluss, σ die spezifische Entropiezufuhr, γ
die spezifische Entropieproduktion und ρ˜ die Dichte in der Referenzkonfiguration dar. Die Rich-
tungsinformation zum Ablauf physikalischer Prozesse entsteht durch den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik. Dieser besagt, dass die Entropieproduktion niemals negativ ist:
ρ˜γ = ρ˜ .s + ∇˜ · Σ− ρ˜σ ≥ 0 . (2.28)
Um weitere Aussagen treffen zu können, müssen der Entropiefluss und die Entropiezufuhr spezi-
fiziert werden. In dieser Arbeit wird das in Greve (2003) ausführlich dargestellte Entropieprinzip
verwendet:
• Es existiert eine positive absolute Temperatur T ,
• für den Entropiefluss gilt Σ = 1
T
Q,
• die Entropiezufuhr ergibt sich zu σ = 1
T
r.
Diese Zusammenhänge können für homogene Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht
bewiesen werden (Haupt (1999)), für die in dieser Arbeit betrachteten Mehrstoffsysteme und
Nichtgleichgewichtszustände wird angenommen, dass diese Beziehungen eine gute Näherung
darstellen.1
Das Einsetzen der Annahmen in den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (2.28) führt auf
ρ˜γ = ρ˜ .s + 1
T
∇˜ · Q− Q
T 2
· ∇˜T − ρ˜ 1
T
r ≥ 0 (2.29)
Die Multiplikation mit der Temperatur T und Einsetzen der Wärmequelle r aus dem ersten
Hauptsatz führt auf die sogenannte Clausius-Duhem-Ungleichung :
ρ˜Da := ρ˜ T γ = ρ˜psp − ρ˜ ( .e − T .s)− 1
T
Q · ∇˜T ≥ 0 . (2.30)
Die Größe Da wird im Folgenden als Gesamtdissipation bezeichnet.
1Es existieren weitere Entropieprinzipe, die gewisse Systeme genauer beschreiben können (z.B. Müller
(1971)). Auch im Rahmen der Abbildung der Sauerstoffalterung werden komplexere Zugänge verwendet, die
einen zusätzlichen Anteil des Entropieflusses durch einen Stofffluss beachten (Johlitz u. Lion (2012)).
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Die Beachtung dieser Ungleichung erfolgt im Rahmen der rationalen Thermodynamik durch
die Forderung, dass Konstitutivgleichungen derart formuliert werden müssen, dass kein ther-
modynamischer Prozess existiert, der die Clausius-Duhem-Ungleichung verletzt. Ein thermo-
dynamischer Prozess ist nach Haupt (1999) der zeitliche Ablauf der unabhängigen Variablen in
Kombination mit dem durch die Konstitutivgleichungen bestimmten Materialverhalten.
Durch Einführung der spezifischen Helmholtzschen freien Energie ψ (im Folgenden als freie
Energie bezeichnet) mit
ψ := e− Ts (2.31)
kann folgende äquivalente Formulierung der Ungleichung (2.30) erhalten werden:
ρ˜Da = ρ˜psp − ρ˜
( .
ψ +
.
T s
)
− 1
T
Q · ∇˜T ≥ 0 (2.32)
Zumeist wird die stärkere Forderung gestellt, dass das Produkt aus Wärmestrom und Tempe-
raturgradient stets negativ sein muss:
ρ˜Dq := − 1
T
Q · ∇˜T ≥ 0 (2.33)
Die Größe Dq wird im Folgenden als Dissipation durch Wärmeleitung bezeichnet. Durch das
Wärmeleitgesetz nach Fourier, bei dem der Wärmestrom proportional zum Temperaturgra-
dienten definiert wird, ist Dq ≥ 0 beispielsweise stets erfüllt.
Auch von dem verbleibenden mechanischen Term wird Nichtnegativität gefordert:
ρ˜D := 12 T˜ ··
4
C − ρ˜
( .
ψ +
.
T s
)
≥ 0 (2.34)
Die Größe D wird im Folgenden als (mechanische) Dissipation bezeichnet. Durch Einsetzen
von D in den ersten Hauptsatz der Thermodynamik (2.25) entsteht die folgende äquivalente
Formulierung:
∇˜ · Q = ρ˜r + ρ˜D + ρ˜T .s . (2.35)
Dadurch wird deutlich, dass die Wirkung einer mechanischen Dissipation mit der einer Wär-
mequelle zu vergleichen ist.
In einigen Ingenieurdisziplinen wird die Temperatur als Einflussgröße vernachlässigt. Um den-
noch Richtungsinformationen über physikalische Prozesse ableiten zu können, wird die iso-
therme Approximation verwendet, bei der die Temperatur als räumlich und zeitlich konstant
angesetzt wird. Dies führt auf die folgende Form der Clausius-Duhem-Ungleichung :
ρ˜D = 12 T˜ ··
4
C − ρ˜
.
ψ . (2.36)
Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, kann die Clausius-Duhem-Ungleichung in weitere
Teile aufgespalten werden, wenn zusätzliche Annahmen über das Materialverhalten getroffen
werden.
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2.6 Trennung von Gestalt- und Volumenänderungen
Gummimaterialien verhalten sich nahezu inkompressibel, d.h. der Widerstand gegen eine Än-
derung des Volumens ist bedeutend höher als der gegen eine Gestaltänderung. Die Tatsache,
dass sich das Verhalten bezüglich dieser beiden Deformationsarten so maßgeblich unterscheidet,
muss auch in der Modellierung beachtet werden.
Grundlage ist die gedankliche Aufteilung der Deformation in einen rein volumetrischen und
einen Gestaltänderungsanteil durch eine multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten.
In einer ersten Teildeformation Fˇ soll eine reine Volumenänderung stattfinden, die zweite Teilde-
formation F¯ soll eine volumenkonstante Deformation darstellen. Die volumetrische Deformation
ist isotrop und damit ein Vielfaches des Einheitstensors. Der Anteil des Deformationsgradien-
ten, der die volumenerhaltende Deformation beschreibt, ist dadurch charakterisiert, dass seine
dritte Hauptinvariante stets den Wert 1 besitzt, da nach Gleichung (2.21) die dritte Hauptinva-
riante eines Deformationsgradienten ein Dichteverhältnis beschreibt, das für volumenerhaltende
Deformationen stets konstant 1 sein muss:
F = F¯ · Fˇ , mit Fˇ = I3
(
F
) 1
3 I und F¯ = I3
(
F
)− 13 F ⇒ I3 (F¯) = 1 . (2.37)
Der rechte Cauchy-Green-Tensor kann damit nach Gleichung (2.23) zu
C = F T · F = Fˇ T · F¯ T · F¯ · Fˇ = J
2
3
3 F¯
T · F¯ = I3
(
C
) 1
3 C¯ . (2.38)
berechnet werden. Dies definiert den Gestaltänderungsanteil C¯ des rechten Cauchy-Green-
Tensors.
Die Zeitableitung des rechten Cauchy-Green-Tensors kann nach Ihlemann (2003) additiv in
folgende zwei Teile aufgeteilt werden:
C 1 · 4C =
(
C 1 · 4C
)′
+ 13
(
C 1 ·· 4C
)
I = C¯ 1 ·
4
C¯ + 23
.
J3
J3
I (2.39)
⇒ 4C = C ·
(
C¯ 1 ·
4
C¯
)
+ 23
.
J3
J3
C =
(
4
C¯ · C¯ 1
)
· C + 23
.
J3
J3
C . (2.40)
Das Produkt von C¯ 1 mit der Zeitableitung des rechten Cauchy-Green-Tensors ist deviato-
risch, d.h. das doppelte Punktprodukt dieser Tensoren verschwindet stets.
Aus der additiven Aufteilung der Zeitableitung von C folgt automatisch folgende additive Zer-
legung der Spannungsleistung:
2ρ˜psp = T˜ ··
4
C =
(
T˜ · C
)
··
(
C 1 · 4C
)
=
(
T˜ · C
)
··
 4C¯ · C¯ 1 + 23
.
J3
J3
I

=
(
T˜ · C
)
··
(
C¯ 1 ·
4
C¯
)
+ 23
(
T˜ · C
) .J3
J3
·· I . (2.41)
Der erste Term wird als Gestaltänderungsanteil p¯sp der Spannungsleistung definiert:
ρ˜p¯sp =
1
2
(
T˜ · C
)
··
(
C¯ 1 ·
4
C¯
)
. (2.42)
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Da der Tensor C¯ 1 ·
4
C¯ stets deviatorisch ist, spielen in p¯sp Anteile von T˜ ·C, die ein Vielfaches des
Einheitstensors sind, keine Rolle. Analog zu (2.42) wird der volumetrische Anteil pˇsp definiert:
ρ˜pˇsp =
1
3
(
T˜ · C
) .J3
J3
·· I . (2.43)
Diesen Leistungsanteil beeinflussen deviatorische Anteile des Tensors T˜ · C nicht.
Das Produkt aus dem zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und dem rechtenCauchy-
Green-Tensor kann somit stets additiv in zwei Anteile separiert werden: einen Spannungsan-
teil, der keine Spannungsleistung bei rein volumetrischer Deformation bewirkt und einen Anteil,
der keine Leistung bei volumenkonstanter Deformation bewirkt:
T˜ · C =
(
T˜ · C
)′
+ 13
(
T˜ ·· C
)
I . (2.44)
Der erste Anteil wird von dem Gestaltänderungsanteil T˜ des zweiten Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor bestimmt, der zweite Anteil durch den hydrostatischen Druck p (siehe Ihle-
mann (2003)):
T˜ · C¯ =
(
T˜ · C
)′
, J3p = −13 T˜ ·· C . (2.45)
Nach Definition dieser Größen kann die Spannungsleistung auch wie folgt angegeben werden:
ρ˜psp =
1
2 T˜ ··
4
C¯ − p
.
J3 . (2.46)
Es wird nun folgende additive Zerlegung der freien Energie sowie der Entropie in einen Gestal-
tänderungsanteil, einen volumetrischen und einen thermischen Anteil angenommen:
ψ = ψ¯ + ψˇ + ψT , s = s¯+ sˇ+ sT . (2.47)
Einsetzen dieses Ansatzes in die Clausius-Duhem-Ungleichung führt auf
ρ˜D =
[
1
2 T˜ ··
4
C¯ − ρ˜
( .
ψ¯ + s¯
.
T
)]
−
(
p
.
J3 + ρ˜
.
ψˇ + ρ˜sˇ
.
T
)
− ρ˜
( .
ψT + sT
.
T
)
≥ 0 . (2.48)
Diese Ungleichung ist erfüllt, wenn jeder der Terme in den Klammern nicht-negativ ist:
ρ˜D¯ = 12 T˜ ··
4
C¯ − ρ˜
( .
ψ¯ + s¯
.
T
)
≥ 0 (2.49)
ρ˜Dˇ = −p
.
J3 − ρ˜
.
ψˇ − ρ˜sˇ
.
T , ρ˜DT = −ρ˜
.
ψT − ρ˜sT
.
T . (2.50)
Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschließlich das Verhalten bei Gestaltänderung untersucht
und beschrieben. Ansätze für die Beschreibung des Verhaltens bei Volumenänderung werden
beispielsweise in Hartmann u. Neff (2003) ausführlich dargestellt. Im Rahmen der Beschreibung
des Verhaltens von Elastomeren wird der volumetrische Anteil zumeist elastisch modelliert.
Dann gilt
ψˇ = ψˇ (J3) ⇒
.
ψˇ = dψˇdJ3
.
J3 ⇒ p = −dρ˜ψˇdJ3 , ρ˜Dˇ = 0, sˇ = 0 . (2.51)
Für den thermischen Anteil der freien Energie ψT wird eine Form beispielsweise in Lion (2000)
angegeben.2
2In Lion (2000) wird zudem beschrieben, wie mit Hilfe einer weiteren multiplikativen Zerlegung des Defor-
mationsgradienten die Auswirkung thermischer Dehnungen abgebildet werden kann.
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2.7 Verallgemeinerte Spannungstensoren
Als Alternative zu dem rechten Cauchy-Green-Tensor können auch Potenzen Γ von diesem
verwendet werden, um eine Deformation zu charakterisieren:
Γ := Cγ . (2.52)
Der Tensor t wird als zu Γ leistungskonjugierter Spannungstensor bezeichnet, wenn
t ·· 4Γ = 12 T˜ ··
4
C . (2.53)
Mit Hilfe der Kettenregel folgt
4
Γ = ∂Γ
∂C
·· 4C, (2.54)
Einsetzen in (2.53) führt auf
t ·· 4Γ = t ·· ∂Γ
∂C
·· 4C = 12 T˜ ··
4
C ∀ 4C ⇔
(
t ·· ∂Γ
∂C
− 12 T˜
)
·· 4C = 0 ∀ 4C . (2.55)
Da
4
C ein beliebiger symmetrischer Tensor ist, gilt folgender Zusammenhang zwischen den
Spannungstensoren:
2t ·· ∂Γ
∂C
= T˜ ⇔ t = 12 T˜ ··
∂C
∂Γ . (2.56)
Diese Spannungstensoren haben nur in Spezialfällen eine physikalische Bedeutung. Für γ = −1
wird beispielsweise ein Vielfaches des konvektiven Spannungstensors t˜ erhalten (Haupt (1999)):
t˜ = C · T˜ · C ⇒ 12 T˜ ··
4
C = 12 t˜ ·· C
1 · 4C · C 1 = −12 t˜ ··
4
C 1 . (2.57)
In Abschnitt 4.3.3 wird gezeigt, dass durch die Definition dieser Spannungstensoren in einfacher
Weise bestimmte Stoffgesetze verallgemeinert werden können.
Kapitel 3
Grundlagen der Alterung von
Gummiwerkstoffen
Der Begriff der Alterung von Gummiwerkstoffen ist in DIN 50035 (2012) als alle “im Laufe der
Zeit in einem Material irreversibel ablaufenden chemischen und physikalischen Vorgänge” defi-
niert. Die das Material verändernden Vorgänge können verschiedener Herkunft sein. Im Rahmen
dieser Arbeit werden vor allem die chemischen Vorgänge und ihre Auswirkungen auf das me-
chanische Materialverhalten betrachtet. Insbesondere der Oxidation durch den Luftsauerstoff
kommt eine wichtige Rolle zu, es existieren jedoch auch anaerobe chemische Mechanismen, die
zu einer Alterung des Materials führen. Einen untergeordneten Anteil haben in dieser Arbeit die
physikalischen Vorgänge, die zu einer Alterung führen. Dies kann beispielsweise die Wirkung
von Weichmachern sein, die durch ein Entweichen aus dem Material verloren geht.
Um die Alterungsvorgänge und deren Auswirkungen auf das mechanische Materialverhalten
verstehen zu können, werden in den nächsten Abschnitten die Struktur und Eigenschaften
von Elastomerwerkstoffen betrachtet. Anhand einer Theorie über die chemischen Prozesse, die
während der Oxidation ablaufen, werden die Auswirkungen chemischer Alterung auf die me-
chanischen Eigenschafen dargelegt.
3.1 Grundstruktur von Elastomerwerkstoffen
Elastomere sind meist durch Schwefelverbindungen weitmaschig vernetzte Kautschuke. Als
Kautschuk werden langkettige, amorphe Polymere bezeichnet (Röthemeyer u. Sommer (2013)).
Als Beispiel ist in Abbildung 3.1 das Polyisopren, das den Hauptbestandteil des Naturkaut-
schuks ausmacht, schematisch dargestellt. Der Rohkautschuk zeigt ausgeprägte viskoelastische
Eigenschaften. Erst durch eine chemische Verbindung der langen Kautschukmoleküle unter-
einander werden die typischen elastischen Eigenschafen erhalten. Dieser Vernetzungsprozess
wird als Vulkanisation bezeichnet. Die Vernetzung kann auf verschiedene Arten geschehen. Die
größte Bedeutung hat die Vernetzung mit Schwefel (Röthemeyer u. Sommer (2013)). Zwischen
zunächst unvernetzt vorliegenden Polymerketten werden durch chemische Reaktionen Schwe-
felbrücken eingesetzt. Um die Reaktionszeiten zu verringern, werden chemische Zusätze, soge-
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Abbildung 3.1: Struktur von cis-1,4 Polyisopren.
nannte Beschleuniger, beigemischt. Die Schwefelvulkanisation benötigt Doppelbindungen in der
Hauptkette, an welche die Schwefelbrücken angelagert werden können. Bei den Schwefelbrücken
wird zwischen drei verschiedenen Typen unterschieden. Monosulfidische Brücken zwischen zwei
Polymerketten bestehen aus nur einem Schwefelatom, disulfidische Brücken aus zwei und po-
lysulfidische Brücken aus drei oder mehr Schwefelatomen. Die Art der Vernetzung kann durch
unterschiedliche Anteile von Schwefel und Beschleuniger eingestellt werden. Entstehen bei der
Vulkanisation vornehmlich mono- und disulfidische Brücken, spricht man von einer effizienten
Vernetzung (EV), bei einem hohen Anteil an polysulfidischen Brücken spricht man von einer
konventionellen Vernetzung. Bei einem ausgeglichenen Verhältnis nennt man die Vernetzung
semieffizient (Semi-EV). Gesättigte Polymere, d.h. solche ohne Doppelbindungen, können mit
Hilfe von Peroxiden oder energiereicher Strahlung vernetzt werden (Akiba (1997)).
Eine charakteristische Eigenschaft von Gummiwerkstoffen ist, dass diese sehr große Defor-
mationen ohne nennenswerte Schädigung ertragen können und sich zumeist elastisch zurück
verformen. Der Grund ist das sehr weitmaschige Netzwerk, das mit einer Vielzahl an Bewe-
gungsmöglichkeiten ausgestattet ist. Dadurch sind Elastomere auch vergleichsweise weich, ihre
Wärmeleitfähigkeit ist gering und ihre Wärmeausdehnung groß (Ihlemann (2003)).
Um die Eigenschaften von Elastomeren gezielt zu verändern und zu beeinflussen, werden ver-
schiedene Zusatzstoffe in das Material eingemischt. Füllstoffe wie beispielsweise Ruß werden
verwendet, um die Herstellungskosten zu reduzieren, die Steifigkeit und Festigkeit zu erhöhen
und Dämpfungseffekte gezielt einzustellen. Auch durch das Beimischen niedermolekularer Sub-
stanzen, sogenannter Weichmacher, können das Dämpfungsverhalten und die Steifigkeit des
Materials beeinflusst werden (Röthemeyer u. Sommer (2013)). Insbesondere Füllstoffe beein-
flussen das Materialverhalten maßgeblich. Gefüllte Gummiwerkstoffe zeigen ein ausgeprägtes
inelastisches Verhalten, was beispielsweise durch Hysterese und bleibende Verformungen nach
einer Entlastung sichtbar wird. Diese Effekte werden im Rahmen der Arbeit nicht modelliert.
Ein inelastischer Effekt, der im Rahmen dieser Arbeit beachtet wird, ist der nach Mullins
(1948) benannte Mullins-Effekt. Durch diesen hängt die Spannung in dem Elastomer emp-
findlich davon ab, welche maximalen Dehnungen das Material in seiner Geschichte ertragen
hat (vgl. Abbildung 3.2). Die mikromechanische Ursache hierfür ist nicht abschließend geklärt.
In Bueche (1960) wird das Ablösen von Polymerketten vom Füllstoff als Entfestigungsursache
vorgeschlagen. Das Reißen von Vernetzungsstellen und schwachen Bindungen wird nach Mar-
ckmann u. a. (2002) als Grund vermutet. Ein Auseinanderbrechen von Füllstoffagglomeraten
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Abbildung 3.2: Zyklischer Zugversuch an einem gefüllten Styrol-Butadien-Kautschuk (SBR)
(Experiment: Deutsches Institut für Kautschuktechnologie e.V. (DIK)). In die-
sem Fall ist deutlich der Mullins-Effekt zu beobachten, der zu einer Entfes-
tigung des Materials in Abhängigkeit von der maximal erreichten Deformation
führt.
wird von Klüppel u. Schramm (2000) als Grund für denMullins-Effekt genannt. Im Gegensatz
zu den genannten Schädigungsansätzen wird der Mullins-Effekt innerhalb der SOLP-Theorie
(“Self-Organizing Linkage Patterns”, Besdo u. Ihlemann (2003)) als ein Selbstorganisations-
prozess verstanden, der auf charakteristische Verteilungen von Bindungsmustern führt. Diese
Theorie kann neben dem Mullins-Effekt auch weitere Phänomene des Materialverhaltens von
Gummiwerkstoffen erklären (Wulf u. Ihlemann (2011)). Ein umfassender Überblick zu physi-
kalischen Erklärungsmodellen des Mullins-Effekts ist in Diani u. a. (2009) zu finden.
Insbesondere bei inhomogen belasteten Bauteilen muss der Mullins-Effekt beachtet werden,
da sich durch die lokal unterschiedliche Entfestigung verschiedene Bereiche mit unterschied-
lichen Steifigkeiten entwickeln. Durch diese inhomogene Verteilung der Materialeigenschaften
wird das Verhalten eines Bauteils maßgeblich beeinflusst.
3.2 Auswirkungen der Alterung
Wird eine Gummiprobe bei konstanter Deformation festgehalten, nimmt die dafür benötig-
te Kraft im Laufe der Zeit ab. Teile dieser Relaxationsprozesse sind eindeutig auf chemische
Reaktionen zurückzuführen. Zum einen ist die Relaxationsgeschwindigkeit stark von der Tem-
peratur mit einem charakteristischen Zusammenhang (einem Arrhenius-Gesetz) abhängig.
Zum anderen wird häufig unter Ausschluss von Sauerstoff keine oder nur eine geringfügige Re-
laxation beobachtet. Wie später gezeigt wird, kann das Entfernen von Schwefelbrücken durch
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bestimmte Oxidationsprodukte als die Hauptursache für die beobachtete Spannungsabnahme
angenommen werden.
Wenngleich in dem Material Verbindungen entfernt werden, tritt nur bei einigen Elastomeren
eine Erweichung auf. Bei einer Vielzahl von Gummiwerkstoffen wird hingegen eine signifikante
Erhöhung der Steifigkeit beobachtet. Die Erklärung dafür ist, dass durch chemische Prozesse
neue Verbindungen in das System eingebracht werden. Wie später gezeigt wird, ist eine Neu-
vernetzung durch das Einfügen von Sauerstoffbrücken die Hauptursache für die Versteifung des
Materials. Diese Sauerstoffbrücken erhöhen die Spannung im Relaxationsversuch nicht, da sie
spannungsfrei in das System eingesetzt werden.
3.3 Oxidative Alterungsprozesse
Die Oxidation von Gummi folgt einem von Bolland (1949) vorgeschlagenen Schema, nach dem
die oxidative Alterung von Polymeren ein komplexer Mechanismus ist, der durch eine Vielzahl
von Teilschritten bestimmt wird. Diese werden im Folgenden vorgestellt.
Die wichtigsten Substanzen sind Radikale, d.h. sehr reaktionsfreudige Moleküle, die mindestens
ein ungepaartes Elektron besitzen. Die Bildung, Vermehrung und der Verbrauch der Radikale
bestimmen die Chemie der Oxidation.
3.3.1 Initiierung
Im Initiierungsschritt werden aus stabilen Verbindungen die reaktionsfreudigen Radikale ge-
bildet. In der Literatur werden meist zwei verschiedene Initiierungstypen unterschieden. Der
erste Mechanismus ist die Aufspaltung einer Kohlenstoffverbindung in der Polymerkette durch
Energiezufuhr:
R-R k1→ R• + R• . (3.1)
Bei diesem Zerfall entstehen zwei sogenannte Alkylradikale R•.1 Der Buchstabe R bezeichnet
einen beliebigen Polymerrest, d.h. im Allgemeinen eine sehr komplexe Kohlenwasserstoffverbin-
dung.
Die Energiezufuhr kann z.B. in Form von Strahlung oder durch mechanische Belastung erfolgen.
In Abwesenheit starker Strahlung, bei moderaten Deformationen und typischen Einsatztempe-
raturen unter 200 ◦C ist die Zerfallsrate des Polymers sehr gering, wodurch dieser Reaktion bei
vielen praktischen Anwendungen eine untergeordnete Rolle zugeschrieben wird (Audouin u. a.
(1995)). Einen nicht zu vernachlässigenden Einfluss hat diese Radikalquelle jedoch in stark
strahlenden Umgebungen und muss daher beispielsweise bei der Lebensdauervorhersage von
Dichtungen in Kernkraftwerken beachtet werden. UV-Strahlung hingegen ist ein oft zu ver-
nachlässigender Faktor, da mit dem zumeist verwendeten Füllstoff Ruß ein ausgezeichneter
Lichtstabilisator eingesetzt wird.
1Radikale werden stets mit einem • markiert, um das ungepaarte Elektron zu verdeutlichen.
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In üblichen Einsatzgebieten spielt der Zerfall eines Oxidationsprodukts, dem sogenannten Hy-
droperoxid ROOH, die vorherrschende Rolle bei der Initiierung. Die Bildung dieses Stoffes wird
in Abschnitt 3.3.2 dargestellt.
Die Bindung zwischen den beiden Sauerstoffatomen des Hydroperoxids ist die schwächste Bin-
dung bei industriellen Polymeren (Verdu (2012)), ihr Zerfall ist daher am wahrscheinlichsten.
Dadurch werden zwei Radikale gebildet, ein Alkoxylradikal RO• und ein Hydroxylradikal HO•:
ROOH k1u→ RO• + HO• . (3.2)
Der Hydroperoxidzerfall wird stark beschleunigt, wenn Metalle wie Eisen oder Cobalt vorhan-
den sind (Bateman (1954); Shelton (1957)).
Bei hoher Hydroperoxidkonzentration existiert ein weiterer Zerfallsmechanismus, der bimoleku-
lare Zerfall bei dem zwei Hydroperoxide zu zwei Radikalen zerfallen (vgl. Shelton (1957)). Da
Schwefelverbindungen als Hydroperoxidzersetzer wirken, ist bei schwefelvulkanisierten Elasto-
meren die Hydroperoxidkonzentration jedoch gering, wodurch dieser Zerfallsmechanismus eine
untergeordnete Rolle spielt. In Verdu u. Verdu (1997) wird gezeigt, dass die auftretenden Phä-
nomene der Oxidation mit unimolekularem Zerfall gut abgebildet werden können. Im Rahmen
dieser Arbeit wird ein bimolekularer Zerfall daher nicht beachtet. Auch der Zerfall von Peroxi-
den (ROOR), die als Oxidationsprodukt entstehen, ist vernachlässigbar (Colin u. a. (2007a)).
3.3.2 Kettenwachstum
Die in dem Initiierungsschritt gebildeten Radikale sind sehr reaktiv und nehmen an einer Viel-
zahl von Reaktionen teil. Die in diesem Abschnitt vorgestellten sogenannten Wachstumsre-
aktionen sind solche, bei denen genauso viele Radikale als Edukt eingehen wie als Produkt
entstehen.
Der wichtigste Kettenwachstumsschritt ist der, bei dem Sauerstoff mit Alkylradikalen reagiert:
R• + O2 k2→ ROO• . (3.3)
Durch diese Reaktion wird Sauerstoff in das Polymernetzwerk eingebunden, d.h. aufgenommen
und verbraucht, weshalb sie als Sauerstoffverbrauchsreaktion bezeichnet wird.
Das aus dieser Reaktion entstehende Radikal ist ein sogenanntes Peroxiradikal. Dieses Radikal
entzieht dem Polymer Wasserstoff und bildet so ein Hydroperoxid:
ROO• + R-H k3→ R• + ROOH . (3.4)
In Gryn’ova u. a. (2011) wird gezeigt, dass diese Reaktion bei gesättigten Hauptketten ther-
modynamisch ungünstig ist. Im Fall des Vorhandenseins von Doppelbindungen sind jedoch
bestimmte Wasserstoffbindungen so geschwächt, so dass die Abspaltung stark begünstigt ist.
Bei dieser Reaktion wird ein Peroxiradikal verbraucht und ein Alkylradikal gebildet, die Anzahl
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an Radikalen ändert sich durch diese Reaktion somit nicht. Als Produkt entsteht ein Hydro-
peroxid, das durch Zerfall wieder zwei Radikale im Initiierungsschritt bildet. Die Bildung des
Hydroperoxids durch Reaktion (3.4) ist somit der Schritt, durch den viele Polymere selbstbe-
schleunigt altern, da ein Initiator als Reaktionsprodukt entsteht.
Bei Elastomeren mit ungesättigtem Polymer reagieren die Peroxiradikale insbesondere mit den
Doppelbindungen R=R (Colin u. a. (2007a)):
ROO• + R=R k3d→ ROOR + R• (3.5)
Als Ergebnis dieser Reaktion entsteht eine neue Vernetzungsstelle, wenn das Peroxiradikal und
die Doppelbindung von unterschiedlichen Polymerketten stammen. Diese Reaktion führt zu
einer Versteifung des Materials durch Einsetzen von Peroxidbrücken.
Auch Alkylradikale können mit Doppelbindungen reagieren:
R• + R=R k4d→ R-R + R• . (3.6)
Dadurch wird ebenfalls eine Doppelbindung verbraucht und eine neue Vernetzungsstelle einge-
bracht. Auf die Konzentration der Alkylradikale hat diese Reaktion hingegen keinen Einfluss,
da die gleiche Menge gebildet und verbraucht wird.
Die im wichtigen Initiierungsschritt (3.2) gebildeten Radikale RO• und HO• sind ebenfalls sehr
reaktiv. Das Hydroxylradikal HO• entzieht Wasserstoff vom Polymer unter Bildung von Wasser
und eines Alkylradikals (Verdu (2012)):
HO• + R-H kw→ H2O + R• . (3.7)
Auch das Alkoxylradikal RO• spaltet Wasserstoff von dem Polymer ab, dort unter Bildung
eines Hydroxyls ROH:
RO• + R-H k8→ ROH + R• . (3.8)
Ein weiterer Reaktionsweg ist der sogenannte β-Zerfall. Bei diesem Mechanismus zerfällt ein
Alkoxylradikal und bildet ein Carbonyl R=O und ein Alkylradikal:
RO• k7→ R1=O + R•2 . (3.9)
In den meisten Fällen führt dieser Zerfall zu einer Kettenspaltung.
Durch den Hydroperoxidzerfall werden somit über die Wasserstoffabspaltung und den β-Zerfall
im Endeffekt zwei Alkylradikale gebildet, d.h. der Initiierungsschritt (3.2) führt über die Wachs-
tumsreaktionen auf zwei Alkylradikale.
3.3.3 Terminierung
Bei den Wachstumsreaktionen entstehen ebenso viele Radikale wie reagieren, es werden dem-
nach keine Radikale aus dem System entfernt. Die sogenannten Terminierungsreaktionen hin-
gegen unterbrechen den Radikalmechanismus in dem Sinn, dass aus zwei Radikalen ein stabiler,
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nicht radikalischer Stoff gebildet wird. Die wichtigsten Reaktionen sind folgende bimolekulare
Terminierungsreaktionen:
R• + R• k4→ R-R (3.10)
R• + ROO• k5→ ROOR (3.11)
ROO• + ROO• k6→ ROOR + O2 (3.12)
Die Geschwindigkeiten dieser Reaktionen sind sehr hoch. Im Allgemeinen führen diese Reak-
tionen dazu, dass zusätzliche Bindungen und damit eine Versteifung in das System eingebracht
wird.
3.3.4 Stabilisierung
Um die Alterungseffekte aufzuhalten, werden Elastomeren Alterungsschutzmittel (sog. Anti-
oxidantien) beigefügt. Aufgrund ihrer Wirkung werden zwei verschiedene Arten unterschieden.
Die sogenannten primären Antioxidantien oder Radikalfänger greifen in den Prozess des Ket-
tenwachstums der Oxidation ein. Es ist nicht möglich, Alkylradikale zu fangen, da es keine
sinnvoll einsetzbaren Substanzen gibt, die mit der extrem schnellen Reaktion des Sauerstoffver-
brauchs (3.3) konkurrieren können (Zweifel u. a. (2009)). Die primären Alterungsschutzmittel
setzen daher meist bei der Stabilisierung der Peroxiradikale an. In diesem Fall muss das Alte-
rungsschutzmittel nur mit der Wasserstoffabspaltung bzw. dem Anbinden an Doppelbindungen
konkurrieren, was mit Hilfe verschiedener Stoffe sehr gut möglich ist. Das Fangen des Peroxi-
radikals erfolgt durch das Spenden eines Wasserstoffatoms.
Der Reaktionsmechanismus ist dabei meist zweistufig (Richaud u. a. (2011)). In einem ersten
Schritt entzieht das Peroxiradikal ein Wasserstoff von dem Alterungsschutzmittel unter Bil-
dung eines Hydroperoxids und eines Radikals A•. Dieses Radikal ist wiederum in der Lage, ein
weiteres Peroxiradikal aufzunehmen:
AH + ROO• kA→ A• + ROOH (3.13)
A• + ROO• kA2→ ROOA . (3.14)
Auch eine direkte Reaktion von Sauerstoff mit primären Antioxidantien ist denkbar, diese
spielt jedoch ausschließlich bei hohen Sauerstoffdrücken eine entscheidende Rolle (Richaud u. a.
(2008)).
In Abschnitt 4.1 wird gezeigt, dass das Vorhandensein von primärem Alterungsschutzmittel
dazu führt, dass die Auswirkungen der Oxidation auf das mechanische Verhalten abgeschwächt
werden.
Im Gegensatz zu den Radikalfängern unterbinden die sekundären Alterungsschutzmittel den
Oxidationsprozess, indem sie Hydroperoxide zersetzen und damit die primäre Radikalquelle
entfernen. Im Gegensatz zu dem Hydroperoxidzerfall (3.2), bei dem zwei Radikale gebildet
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werden, entstehen bei der Hydroperoxidzersetzung nur nicht-radikalische Produkte. Dieser Sta-
bilisierungsmechanismus kann vereinfachend durch folgende Reaktion beschrieben werden:
HD + ROOH kHD→ inaktive Produkte . (3.15)
Hierbei wird das sekundäre Alterungsschutzmittel mit HD (für „hydroperoxide decomposer“,
Hydroperoxidzersetzer) gekennzeichnet. Insbesondere Schwefelverbindungen dienen als sekun-
däre Antioxidantien, wodurch schwefelvulkanisierte Elastomere beständiger gegen Alterung als
das unvulkanisierte Polymer sind (Colin u. a. (2007c)).
Dies führt jedoch gleichermaßen dazu, dass die Schwefelbrücken bei der Zersetzung des Hy-
droperoxids gespalten werden (Colclough u. a. (1968); Barnard u. a. (1972)) und so verstärkt
Relaxationseffekte zu beobachten sind. Schwefelvulkanisierte Elastomere relaxieren daher oft
bedeutend schneller als peroxidisch vernetzte Elastomere (Dunn u. a. (1960); Bevilacqua u. We-
nisch (1965)). In Modrow u. a. (2001) wird experimentell bestätigt, dass die Konzentration von
Schwefelbrücken mit fortschreitender Oxidation abnimmt. Dies deutet stark darauf hin, dass
bestimmte Alterungseffekte durch eine Spaltung der Schwefelbrücken dominiert werden.
3.4 Ozonalterung
Veränderungen der physikalischen Eigenschaften von Elastomeren mit ungesättigtem Polymer
treten auch durch den Einfluss von Ozon auf. Da Ozon bedeutend reaktiver als molekularer
Sauerstoff (O2) ist, betrifft die Ozonalterung nur oberflächennahe Bereiche. Ein Angriff durch
Ozon führt zu einer starken Versprödung des Materials. Der Einfluss wird durch verschiede-
ne Faktoren beeinflusst, z.B. durch simultan auftretende UV-Strahlung oder mechanische Last
(Ehrenstein u. Pongratz (2013)). Ist das Material während der Ozonalterung mechanisch belas-
tet, bildet sich ein typisches Rissmuster auf der Oberfläche aus. Dies führt dazu, dass das Ozon
in tiefer liegende Schichten eindringen kann und die Versprödung fortsetzt. Um diese Alterungs-
vorgänge einzudämmen, werden Ozonwachse eingesetzt, die sich als Barriere auf der Oberfläche
des Materials ansammeln. Ein solcher Alterungsprozess wird im Rahmen dieser Arbeit nicht
behandelt.
3.5 Anaerobe Alterungsprozesse
Chemische Veränderungen und damit auch Änderungen des Materialverhaltens des Elastomers
treten auch ohne das Vorhandensein von Sauerstoff auf. Eine denkbare Ursache ist ein thermi-
scher Kettenzerfall, in Colin u. a. (2007b) wird jedoch gezeigt, dass dieser Prozess bei typischen
Einsatztemperaturen unter 120 ◦C vollständig zu vernachlässigen ist.
Die chemischen Veränderungen werden stattdessen auf Veränderungen des Schwefelnetzwerks
zurückgeführt. Als Hauptmechanismus wird die Umstrukturierung von polysulfidischen in di-
und monosulfidische Schwefelbrücken oder die Bildung von Schwefelringen angesehen (Black-
man u. McCall (1970); Modrow u. a. (2001); Fan u. a. (2001); South u. a. (2003)). Dies wird
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durch die Beobachtung gestützt, dass bei konventionell vernetzten Elastomeren, bei denen ein
hoher Anteil an polysulfidischen Brücken vorliegt, dieser Alterungseffekt besonders ausgeprägt
ist. Bei semieffizient und effizient vernetzten Systemen existieren nur wenige polysulfidische
Brücken, die umgewandelt werden können, wodurch anaerobe Alterungsprozesse bei diesen
Materialien nur in geringem Umfang zu beobachten sind.
Ein zweistufiger, sehr vereinfachter chemischer Mechanismus wird in Colin u. a. (2007b) vor-
geschlagen. Die Autoren gehen davon aus, dass Ausgangsstoffe aus der Vulkanisation (z.B.
Beschleuniger), die noch im Material vorhanden sind, für anaerobe Alterungseffekte vonnöten
sind. Die realistische Modellierung dieses chemischen Prozesses benötigt jedoch die Beachtung
einer Vielzahl von Reaktionen (Kannan u. Rajagopal (2010)).
3.6 Stofftransport
Die Voraussetzung für den Ablauf der beschriebenen Oxidationsprozesse ist das Vorhanden-
sein von Sauerstoff. Dieser ist anfänglich nur in geringen Mengen im Elastomer vorhanden
(z.B. aufgrund des Herstellungsprozesses) und wird schnell verbraucht. Es treten jedoch Dif-
fusionsprozesse auf, durch die Sauerstoff aus der Umgebungsluft in das Elastomer gelangt.
Diese Diffusionsprozesse stehen in Konkurrenz zu lokalen Verbrauchsprozessen durch die Oxi-
dationsreaktionen, so dass bei großvolumigen Bauteilen oft der DLO-Effekt zu beobachten ist.
Durch diesen Effekt wird der eindiffundierende Sauerstoff in den äußeren Bereichen des Bauteils
verbraucht und kann nicht in innere Bereiche des Bauteils eindringen. Dies führt zu Inhomoge-
nitäten, deren Vorhersage für eine realistische Abbildung des Bauteilverhaltens von immenser
Wichtigkeit ist.
Neben dem Sauerstoff können auch andere Stoffe diffundieren, deren Fehlen bzw. Vorhanden-
sein das Materialverhalten entscheidend beeinflusst. Insbesondere sind hierbei Weichmacher
und Alterungsschutzmittel zu nennen. Im Fall, dass im Material Weichmacher vorhanden ist
um eine bestimmte Eigenschaft (z.B. die Dämpfung) einzustellen, kann durch Diffusions- und
Ausdampfungsprozesse diese Eigenschaft verändert werden. Zudem kann durch die Diffusion
von Alterungsschutzmittel lokal die chemische Reaktionskinetik verändert werden. In oberflä-
chennahen Bereichen, in denen viel Sauerstoff vorhanden ist, wird das Alterungsschutzmittel
verbraucht, in inneren Bereichen hingegen treten aufgrund des DLO-Effekts kaum Alterungs-
reaktionen auf und es wird folglich auch kein Alterungsschutzmittel verbraucht. Somit entsteht
ein Konzentrationsgradient, der als Treibkraft für Diffusionsprozesse wirkt.
In Rosca u. a. (2006) wird die Diffusion von Weichmachern experimentell untersucht. Die dort
erhaltenen experimentellen Ergebnisse können nicht mit Hilfe der Fickschen Diffusion be-
schrieben werden. Die Ursache sind die (im Vergleich zu Sauerstoff) sehr großen Moleküle,
deren Diffusionsverhalten dadurch entweder stark konzentrationsabhängig ist (Crank (1975))
oder nach einer Nicht-Standard-Diffusion vonstatten gehen (Alfrey u. a. (1966)). Einer Integra-
tion in die Simulation sollte eine wesentlich detailliertere experimentelle Charakterisierung und
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Aufklärung dieser Vorgänge vorausgehen. Daher wird im Rahmen dieser Arbeit ausschließlich
die Diffusion von Sauerstoff beachtet.
3.7 Simulation von Alterungsvorgängen in Gummiwerk-
stoffen: Stand der Technik
Aufgrund der Relevanz für das Funktionieren von Gummibauteilen existieren eine Reihe von
Ansätzen zur Vorhersage und Simulation der Alterung. Um die Alterung von Gummiwerkstof-
fen verstehen und vorhersagen zu können, müssen die verschiedenen physikalischen Teilaspekte,
welche die Alterung bestimmen, betrachtet werden. Dies sind die stattfindenden chemischen
Prozesse, der Stofftransport von Sauerstoff in das Elastomer sowie das sich durch Alterungs-
vorgänge verändernde mechanische Verhalten. Im folgenden Abschnitt wird ein Überblick über
existierende Ansätze zur Beschreibung dieser Prozesse gegeben.
Um die ablaufenden chemischen Prozesse abzubilden, eignet sich die sogenannte kinetische Mo-
dellierung. Mit Hilfe dieses Zugangs können zeitliche Entwicklungen von Stoffmengenkonzentra-
tionen vorhergesagt werden, indem ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen gelöst wird.
Im Fall der Sauerstoffalterung organischer Polymere basiert das verwendete Reaktionsschema
zumeist auf dem von Bolland (1949) vorgeschlagenen Radikalmechanismus. Die entstehenden
Differentialgleichungssysteme werden mit Hilfe geeigneter numerischer Verfahren gelöst. Bei
geeigneter Wahl der Reaktionsgeschwindigkeiten können dann die Konzentrationen wichtiger
Stoffe in Übereinstimmung mit Experimenten berechnet werden (z.B. Achimsky u. a. (1997b);
Verdu u. Verdu (1997); Gillen u. a. (1995); Richaud u. a. (2006, 2007, 2008, 2011); Verdu (2012);
Richaud (2013); Colin u. a. (2007a,b,c)). Aufgrund der Vielzahl der zu bestimmenden Reakti-
onsgeschwindigkeiten findet diese komplexe Art der Modellierung der chemischen Prozesse bei
der Lösung industrierelevanter Fragestellungen jedoch keine Beachtung.
Die genannten Ansätze zur Modellierung der Reaktionskinetik gehen von homogenen Alte-
rungsvorgängen aus. Insbesondere bei großvolumigen Bauteilen finden die Reaktionen jedoch
lokal unterschiedlich statt, da in äußeren Bereichen der Sauerstoff verbraucht wird und nicht
in innere Bereiche vordringen kann. Daher muss für eine realistische Vorhersage der Alterung
auch der Transport des Sauerstoffs in dem Bauteil beachtet werden. In Wise u. Gillen (1997)
wird über die Lösung einer Diffusions-Reaktionsgleichung die Menge des mit dem Elastomer
reagierten Sauerstoffs berechnet und damit die örtlich unterschiedliche Steifigkeitsverteilung
nach verschiedenen Alterungszeiten in sehr guter Übereinstimmung mit experimentellen Daten
abgebildet. Die guten Übereinstimmungen wurden in mehreren weiteren Veröffentlichungen be-
stätigt (z.B. Celina u. a. (1998, 2000); Gillen u. a. (2001)). Auch in Nasdala (2005); Baldwin u.
Bauer (2008) und Steinke (2013) werden Diffusions-Reaktionsprobleme gelöst, um lokal unter-
schiedliche Oxidationszustände und damit den DLO-Effekt abzubilden.
Ein Interesse besteht nicht nur in der Modellierung und Berechnung der chemischen Prozesse,
die zur Alterung führen, sondern insbesondere auch in der Vorhersage der Auswirkungen auf
das mechanische Materialverhalten. Nach Andrews u. a. (1946) müssen zwei charakteristische
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Effekte beachtet werden: zum einen führt das Trennen von Vernetzungsstellen und Ketten zu
Relaxationseffekten, zum anderen bewirkt eine oxidative Neuvernetzung, dass die Steifigkeit
nicht in gleichem Maße absinkt. Andrews u. a. (1946) führen zur Modellierung das sog. Zwei-
Netzwerk-Modell ein, das von einem degenerierenden primären Netzwerk zur Abbildung der
Relaxation und einem sich spannungsfrei aufbauenden sekundären Netzwerk für die Versteifung
ausgeht. Diese Modellannahmen werden zahlreichen weiteren Arbeiten als Grundlage verwen-
det (z.B. Achenbach (2000); Gillen u. a. (2005b); Duarte u. Achenbach (2007)). Die im Ansatz
von Andrews u. a. (1946) gewählte Einschränkung auf zweistufige Prozesse wird in Erweite-
rungen für mehrstufige Deformationen gelockert (z.B. Septanika u. Ernst (1998a,b); Budzien
u. a. (2008)) oder durch spezielle funktionale Formulierungen aufgehoben (z.B. Rajagopal u.
Wineman (1992); Wineman u. a. (2003); Shaw u. a. (2005); Wineman (2005); Zimmermann u.
Wineman (2005); Wineman (2009)). Diese Modelle besitzen den Nachteil einer komplizierten
numerischen Umsetzung, die bspw. in Lion u. Johlitz (2012); Steinke (2013) oder Johlitz u. a.
(2014) durch die Verwendung einer Formulierung mit Differentialgleichung umgangen wird.
In Nasdala (2005) wird ein komplexes viskoelastisches Materialmodell mit Schädigung vorge-
schlagen, um die alterungsbedingte Relaxation und Versteifung abzubilden. Eine ausführliche
Vorstellung und Diskussion der Eigenschaften verschiedener Modellansätze erfolgt in Abschnitt
4.2.
Bei vielen der genannten mechanischen Modelle wird von einer homogenen Alterung ausge-
gangen, bspw. bestimmt in Lion u. Johlitz (2012) oder Johlitz u. a. (2014) die Entwicklung
einer örtlich konstanten inneren Variable den Umfang der Veränderung des Materialverhal-
tens. Um den DLO-Effekt abzubilden, müssen jedoch die örtlich unterschiedlich stattfinden-
den Oxidationsprozesse beachtet werden. In Nasdala (2005) wird dafür durch Lösung eines
Diffusions-Reaktionsproblems eine örtlich unterschiedliche Oxidation berechnet und über phä-
nomenologische Ansätze mit der Veränderung des Materialverhaltens gekoppelt. In ähnlicher
Weise berechnet Steinke (2013) durch Lösung eines Diffusions-Reaktionsproblems lokal „äqui-
valente Alterungszeiten“ und ist damit in der Lage, die heterogene Alterung großvolumiger
Bauteile vorherzusagen. Für eindimensionale Diffusions-Reaktionsvorgänge wird ein Modell in
Shaw u. a. (2005) hergeleitet, das die Auswirkung inhomogener Alterungsprozesse auf das me-
chanische Materialverhalten abbilden kann. Bei allen genannten Modellen wird ausschließlich
der Einfluss der inhomogenen Oxidation auf die Veränderung des Materialverhaltens beachtet,
die Wirkung einer mechanischen Deformation auf die Diffusions-und Reaktionsprozesse wird
hingegen vernachlässigt.
Zur Identifikation der Modellparameter werden verschiedene Messverfahren eingesetzt. Um die
Reaktion des Sauerstoffs mit dem Elastomer zu quantifizieren, wurden verschiedene Methoden
entwickelt, die entweder direkt den Verbrauch von Sauerstoff messen (Wise u. a. (1995); Assink
u. a. (2005); Steinke u. a. (2011); Herzig u. a. (2014)) oder indirekt über eine Massenzunah-
me (z.B. Matisova-Rychla u. a. (1995); Rychly u. a. (1997)). Auch Steifigkeitsprofile, die sich
aufgrund inhomogener Alterung einstellen, werden zur Identifikation von Reaktionsgeschwin-
digkeiten verwendet (bspw. in Wise u. Gillen (1997); Celina u. a. (1998, 2000); Nasdala (2005)).
Zur Charakterisierung des mechanischen Verhaltens werden neben den in Andrews u. a. (1946)
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vorgeschlagenen Relaxationsversuchen, den sog. intermittierenden Tests zur Bestimmung der
Steifigkeit und der Messung der bleibenden Deformation nach Entlastung auch Kriechversuche
verwendet (z.B. Septanika u. Ernst (1998b); Wineman u. a. (2003)).
Die Basis des im Rahmen dieser Arbeit abgeleiteten Simulationsmodells bildet die kinetische
Modellierung des komplexen Radikalmechanismus nach Bolland (1949). Das daraus entstehen-
de Differentialgleichungssystem wird vereinfacht, ohne das für die Vorhersage der Alterung
relevante Verhalten zu beeinflussen. Es zeigt sich, dass die Anzahl der bestimmenden Parame-
ter dadurch signifikant reduziert werden kann. Es wird ferner analysiert, wie der Transport des
Sauerstoffs in das Elastomer mathematisch modelliert und der Einfluss einer zeitlich veränderli-
chen mechanischen Deformation behandelt werden kann. Mit Hilfe des entstehenden Diffusions-
/Reaktionsmodells können auch bei mechanisch belasteten Körpern lokal unterschiedlich statt-
findende Oxidationsvorgänge simuliert und damit der DLO-Effekt vorhergesagt werden.
Ein weiterer zentraler Punkt der Arbeit ist die realistische Abbildung der Veränderung des me-
chanischen Materialverhaltens. Das in dieser Arbeit abgeleitete „Dynamische-Netzwerk-Modell“
ist in der Lage, typische Alterungseffekte wie Relaxation bei gleichzeitiger Versteifung abzubil-
den. Die Herleitung der bestimmenden Gleichungen erfolgt derart, dass eine effiziente nume-
rische Umsetzung erfolgen kann. Mit dem Mullins-Effekt wird ein wichtiges Phänomen des
Materialverhaltens von Gummiwerkstoffen beachtet. Um die Auswirkungen einer inhomoge-
nen Oxidation auf das mechanische Verhalten großvolumiger Bauteile vorhersagen zu können,
werden geeignete Gleichungen abgeleitet, die eine Kopplung zwischen den chemischen Oxidati-
onsprozessen und der Veränderung des mechanischen Materialverhaltens herstellen.
Es werden verschiedene mechanische und chemische Experimente analysiert und deren Eignung
für die Identifikation der Modellparameter untersucht. Um mit Hilfe des Modells auch indus-
trierelevante Fragestellungen beantworten zu können, werden effiziente numerische Algorithmen
entworfen und in ein kommerzielles Finite-Elemente-Programm implementiert.
Kapitel 4
Mathematische Modellierung
oxidativer Alterungsprozesse
In dem folgenden Kapitel wird dargestellt, welche Modelle zur Abbildung der beschriebenen
Alterungserscheinungen angewendet werden können. Im ersten Abschnitt wird gezeigt, wie
der zeitliche Ablauf der chemischen Prozesse mathematisch beschrieben und berechnet wer-
den kann. Der komplexe Radikalmechanismus, welcher der oxidativen Alterung zugrunde liegt,
führt auf ein komplexes mathematisches Modell, das von einer hohen Anzahl an Parametern
bestimmt wird. Es kann gezeigt werden, dass nicht alle diese Parameter aus Experimenten be-
stimmt werden können. Bei der Modellierung der chemischen Prozesse wird daher insbesondere
auf eine mathematisch fundierte Parameterreduktion eingegangen.
In dem zweiten Abschnitt werden bestehende Modelle dargestellt, die in der Lage sind, das
mechanische Verhalten alternder Elastomere abzubilden. Darauf aufbauend wird im dritten
Abschnitt das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Dynamische-Netzwerk-Modell vorgestellt,
das ebenfalls Alterungseffekte abbilden kann. Dieses Modell erfüllt die experimentell gut be-
stätigten Annahmen nach Andrews u. a. (1946) und ist thermodynamisch konsistent, d.h. es
spiegelt physikalisch denkbares Materialverhalten wieder.
Im vierten Abschnitt wird eine chemisch-physikalisch fundierte Kopplung der Oxidationspro-
zesse mit den Veränderungen des mechanischen Materialverhaltens hergeleitet. Basierend auf
experimentellen Erkenntnissen werden Kopplungsgrößen eingeführt, die Spaltungs- und Neuver-
netzungsreaktionen mit einer mechanisch sichtbaren Relaxation bzw. Versteifung verknüpfen.
Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird eine Methode vorgestellt, mit deren Hilfe belie-
bige thermodynamisch konsistente Materialmodelle um den Mullins-Effekt erweitert wer-
den können. Diese sogenannten Entfestigungsmodelle können auch verwendet werden, um das
Dynamische-Netzwerk-Modell, das ebenfalls thermodynamisch konsistent ist, um den Mul-
lins-Effekt zu erweitern.
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4.1 Modellierung der chemischen Prozesse
Die oxidative Alterung wird durch die Reaktion von Sauerstoff mit dem Elastomer bestimmt.
Durch Diffusionsprozesse muss der Sauerstoff zuerst in das Material hinein gelangen, um dann
den komplexen Radikalmechanismus auslösen zu können. Auf dem Weg in das Material wird
Sauerstoff verbraucht, wodurch sich in großvolumigen Bauteilen der DLO-Effekt zeigt, d.h. ei-
ne inhomogene Verteilung des Sauerstoffs und somit der Alterungseffekte entsteht. Das in dem
folgenden Abschnitt abgeleitete Modell quantifiziert den Sauerstoffverbrauch, mit dessen Hilfe
der DLO-Effekt vorhergesagt werden kann. Des Weiteren wird gezeigt, inwieweit Oxidations-
reaktionen zu Spaltungen bzw. Neuvernetzungen führen.
Die in den folgenden Abschnitten verwendeten Konzentrationen bestimmter Stoffe (z.B. Ra-
dikale) sind als Stoffmengenkonzentrationen zu verstehen. Diese Größe ergibt die Stoffmenge
(d.h. die auf die Avogadro-Konstante NA bezogene Teilchenanzahl) bei Integration über ein
betrachtetes Volumen.
4.1.1 Reaktionskinetik
Um den komplexen Radikalmechanismus mathematisch modellieren zu können, muss das in
Abschnitt 3.3 vorgestellte Reaktionssystem in ein mathematisches Modell überführt werden. Die
Regeln, welche dafür beachtet werden müssen, werden anhand einfacher Beispiele demonstriert.
Es sei das folgende Reaktionssystem gegeben:
A ka→ B + C . (4.1)
Der Zerfall einer bestimmten Menge des Stoffes A bildet bei dieser Reaktion die Stoffe B
und C in der gleichen Stoffmenge. Die zeitliche Änderung der Konzentration des Stoffes A ist
negativ und proportional zu der Konzentration des Stoffes A. Der Proportionalitätsfaktor ist
die sogenannte Reaktionsgeschwindigkeit ka:
.
cA = −kacA . (4.2)
Die Reaktionsgeschwindigkeit muss folglich die Dimension 1/Zeit haben. Die zeitliche Änderung
der Konzentrationen der Stoffe B und C entspricht betragsmäßig der des Stoffes A, besitzt
jedoch ein positives Vorzeichen:
.
cB =
.
cC = − .cA = kacA . (4.3)
In dem Fall, dass als Produkt ausschließlich Stoff B gebildet wird, d.h.
A ka→ B + B, (4.4)
entstehen zwei Mol B, wenn ein Mol A zerfallen ist. Damit ist die Rate der Bildung des Stoffes
B doppelt so groß wie die Zerfallsrate des Stoffs A:
.
cB = 2kacA (4.5)
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Reaktionen dieser Art werden Reaktionen erster Ordnung genannt, da nur ein Edukt vorhanden
ist. Von dieser Gestalt sind die Zerfallsreaktionen der Polymerkette oder die Zerfallsreaktion
des Hydroperoxids.
Bei Reaktionen zweiter Ordnung reagieren zwei Edukte zu Produkten:
A + B kb→ C (4.6)
In diesem Fall ist die Reaktionsgeschwindigkeit vom Vorhandensein beider Reaktionspartner
abhängig und somit proportional zu dem Produkt der Konzentrationen der Edukte. Der Pro-
portionalitätsfaktor ist erneut eine Reaktionsgeschwindigkeit:
.
cA =
.
cB = −kbcAcB . (4.7)
In diesem Fall besitzt die Reaktionsgeschwindigkeit kb die Dimension des Kehrwerts von Kon-
zentration multipliziert mit der Zeit, da die Multiplikation mit dem Quadrat der Konzentration
eine auf die Zeit bezogene Konzentration ergeben muss.
Auch bei dieser Reaktion bildet sich das Produkt mit der gleichen Geschwindigkeit:
.
cC = kbcAcB . (4.8)
Im Fall einer allgemeinen Reaktion der Gestalt
a1A1 + . . .+ anAn k→ b1B1 + . . .+ bmBm (4.9)
lautet die Differentialgleichung für die Konzentration der beteiligten Stoffe somit:
v := kca1A1 · · · · · canAn (4.10)
.
cA1 = −a1v, . . . ,
.
cAn = −anv (4.11)
.
cB1 = b1v, . . . ,
.
cBm = bmv . (4.12)
Sind einzelne Stoffe an mehreren Reaktionen beteiligt, können die Raten aus den einzelnen
Teilreaktionen addiert werden.
Die Reaktionsgeschwindigkeit zeigt im Allgemeinen eine Temperaturabhängigkeit, die mit Hilfe
des folgenden sogenannten Arrhenius-Gesetzes beschrieben werden kann (Atkins u. de Paula
(2010)):
k (T ) = k0 exp
[
− Ea
RT
]
(4.13)
Hier sind k0 der sogenannte präexponentielle Faktor, Ea die Aktivierungsenergie und R die
universelle Gaskonstante. Die Reaktionsgeschwindigkeit ist eine monoton steigende Funktion
der Temperatur, da
dk
dT = k0 exp
[
− Ea
RT
]
Ea
RT 2
> 0 . (4.14)
Diese Ableitung kann bei hohen Aktivierungsenergien sehr groß sein, wodurch sich eine sehr
starke Erhöhung der Reaktionsgeschwindigkeit mit steigender Temperatur ergibt. Die Tempe-
raturabhängigkeit der Reaktion wird durch die Exponentialfunktion bestimmt. Für T → ∞
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geht das Argument der Exponentialfunktion gegen 0, die Reaktionsgeschwindigkeit nimmt so-
mit den Wert des präexponentiellen Faktors k0 an. Jedoch ist selbst bei für Elastomere sehr
hohen Temperaturen von 400 K das Argument der Exponentialfunktion stark negativ. Bei der
für Oxidationsprozesse typischen Aktivierungsenergie von 100kJ/mol gilt Ea
RT
≈ 30, wodurch
die Exponentialfunktion einen sehr kleinen Wert in der Größenordnung von 10 13 annimmt.
Der präexponentielle Faktor ist bei hohen Aktivierungsenergien und relevanten Temperatur-
bereichen demnach schlecht geeignet, um die Reaktionsgeschwindigkeit bei typischen Einsatz-
temperaturen abzuschätzen. Ist jedoch die Reaktionsgeschwindigkeit kT0 bei einer bestimmten
Temperatur T0 bekannt, kann die Temperaturabhängigkeit wie folgt dargestellt werden:
k (T ) = k0 exp
[
− Ea
RT
]
= k0 exp
[
− Ea
RT0
]
exp
[
Ea
RT0
− Ea
RT
]
= kT0 exp
[
−Ea (T0 − T )
RT0T
]
.
(4.15)
Bei dieser zu Gleichung (4.13) äquivalenten Darstellung besitzt der präexponentielle Faktor kT0
eine klare Interpretation.
Die Bestimmung der Aktivierungsenergie erfolgt zumeist durch die Darstellung gemessener
Werte einer Reaktionsgeschwindigkeit in einem sogenannten Arrhenius-Diagramm. Dort wird
eine (normierte) Reaktionsgeschwindigkeit logarithmisch über dem Kehrwert der Temperatur
aufgetragen. Dies führt auf einen linear abfallenden Verlauf, dessen Steigung proportional zur
Aktivierungsenergie ist:
ln k
k0
= ln
(
exp
[
− Ea
RT
])
= −Ea
R
1
T
. (4.16)
In Abbildung 4.1 ist der Verlauf der Reaktionsgeschwindigkeit linear über der Temperatur sowie
im Arrhenius-Diagramm dargestellt.
Abbildung 4.1: Temperaturabhängigkeit von Reaktionsgeschwindigkeiten, links: lineare Dar-
stellung, rechts: Arrhenius-Diagramm.
4.1.2 Parameterreduktion
Der komplexe Radikalmechanismus, welcher die Oxidation bestimmt, wird durch eine Vielzahl
von Reaktionen bestimmt, von denen wiederum jede durch eine zugehörige Reaktionsgeschwin-
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digkeit bestimmt wird. Um den zeitlichen Verlauf der Oxidation berechnen zu können, müs-
sen diese Parameter bekannt und folglich prinzipiell aus Experimenten identifiziert werden.
Im folgenden Abschnitt wird jedoch gezeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen bestimm-
te Reaktionsgeschwindigkeiten nicht für die Vorhersage des zeitlichen Ablaufs von Reaktionen
relevant sind. Die Anzahl der das Reaktionssystem bestimmenden Parameter kann folglich ma-
thematisch begründet reduziert werden. Im folgenden Abschnitt wird anhand eines einfachen
Beispiels gezeigt, dass eine Parameterreduktion ohne Einbußen in der Genauigkeit der Vorhersa-
ge verwendet werden kann. Um die Komplexität zu reduzieren, werden ausschließlich isotherme
Prozesse betrachtet.
Gegeben sei das folgende einfache Reaktionssystem, an dem vier Stoffe A, B, C und D beteiligt
sind:
A kˆ1→ 2B (4.17)
B + C kˆ2→ Produkte (4.18)
B + D kˆ3→ Produkte (4.19)
Mit Hilfe der beschriebenen Regeln kann folgendes Differentialgleichungssystem für die Kon-
zentrationen der beteiligten Stoffe abgeleitet werden:
.
cA = −kˆ1cA, cA (0) = c0A (4.20)
.
cB = 2kˆ1cA − kˆ2cBcC − kˆ3cBcD, cB (0) = c0B (4.21)
.
cC = −kˆ2cBcC, cC (0) = c0C (4.22)
.
cD = −kˆ3cBcD, cD (0) = c0D . (4.23)
Das Lösungsverhalten dieses Systems wird von 7 Parametern beschrieben: den Anfangskon-
zentrationen c0A, c0B, c0C und c0D sowie den Reaktionsgeschwindigkeiten kˆ1, kˆ2 und kˆ3. Für den
hypothetischen Fall, dass der zeitliche Verlauf der Konzentrationen aller beteiligten Stoffe di-
rekt messbar ist, können diese Parameter bestimmt werden. Im Fall der oxidativen Alterung
sind jedoch zumeist Stoffe beteiligt, deren Konzentrationen messtechnisch nicht erfassbar sind
(z.B. Radikale), wodurch eine experimentelle Bestimmung entsprechender Reaktionsgeschwin-
digkeiten bedeutend erschwert wird.
Eine direkte Messung der Konzentration der beteiligten Stoffe ist oft nicht möglich, zumeist
sind nur proportionale Größen (z.B. eine Strahlungsabsorption bei der Infrarotspektroskopie,
vgl. Abschnitt 5.5) messbar. Durch eine Entdimensionierung des Problems können daher ohne
Informationsverlust die Parameter eliminiert werden, welche die Absolutwerte der Konzentra-
tionen bestimmen. Dazu werden dimensionslose Konzentrationen ξ und eine dimensionslose
Zeitvariable τ mit Hilfe einer charakteristischen Zeit Tˆ eingeführt:
ξA :=
cA
c0A
, ξB := kˆ2Tˆ cB, ξC :=
cC
c0C
, ξD :=
cD
c0D
, τ = t
Tˆ
(4.24)
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Das Differentialgleichungssystem kann damit wie folgt umgeschrieben werden (mit (•)′ = ddτ ):
ξ′A = −kˆ1Tˆ ξA, ξA (0) = 1 (4.25)
ξ′B = 2kˆ1Tˆ kˆ2Tˆ c0AξA − kˆ2Tˆ c0CξBξC − kˆ3Tˆ c0DξBξD, ξB (0) = ξ0B (4.26)
ξ′C = −ξBξC, ξC (0) = 1 (4.27)
ξ′D = −
kˆ3
kˆ2
ξBξD, ξD (0) = 1 . (4.28)
Mit Definition von
α1 := kˆ1Tˆ , αA := kˆ2Tˆ c0A, αC := kˆ2Tˆ c0C, αD := kˆ3Tˆ c0D, αk :=
kˆ3
kˆ2
(4.29)
wird deutlich, dass ein zu dem ursprünglichen Problem äquivalentes System mit nur 6 Parame-
tern beschrieben werden kann:
ξ′A = −α1ξA, ξA (0) = 1 (4.30)
ξ′B = 2α1αAξA − αCξBξC − αDξBξD, ξB (0) = ξ0B (4.31)
ξ′C = −ξBξC, ξC (0) = 1 (4.32)
ξ′D = −αkξBξD, ξD (0) = 1 . (4.33)
Eine Besonderheit der oxidativen Alterung ist, dass diese durch Radikale bestimmt wird. Diese
sind sehr reaktiv, d.h. die entsprechenden Reaktionen besitzen sehr große Reaktionsgeschwin-
digkeiten. In dem Beispiel (4.17) - (4.19) sei der Stoff B ein sehr reaktiver Stoff, d.h. die
Reaktionsgeschwindigkeiten kˆ2 und kˆ3 nehmen hohe Werte an. Die Stoffe A, C und D hingegen
sollen in diesem Beispiel Substanzen repräsentieren, die in einem hohen Umfang zu Beginn der
Reaktion vorhanden sind. Diese Stoffe können bei der oxidativen Alterung z.B. Doppelbindun-
gen repräsentieren. Zunächst werden kurze Zeiten betrachtet, während derer eine Konzentra-
tionsänderung der Stoffe A, C und D vernachlässigt werden kann. In diesem Fall lautet die
Differentialgleichung für ξB
ξ′B = 2α1αAξA − α2ξB, mit α2 = αCξC + αDξD . (4.34)
Durch Integration kann die folgende Lösung erhalten werden:
ξB =
(
ξ0B −
2α1αAξA
α2
)
exp [−α2τ ] + 2α1αAξA
α2
. (4.35)
In dem Fall, dass der Parameter α2 sehr groß ist, was unter anderem durch sehr hohe Reakti-
onsgeschwindigkeiten kˆ2 und kˆ3 hervorgerufen wird, klingt der erste Term in (4.35) innerhalb
kürzester Zeiten τ ab. Nach der kurzen Einlaufphase wird dann die stationäre Lösung
ξB =
2α1αAξA
α2
(4.36)
erreicht. Im Fall der oxidativen Alterung kann beispielsweise abgeschätzt werden, dass bei
manchen Substanzen innerhalb von Sekundenbruchteilen eine Abweichung von der stationären
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Lösung zu vernachlässigen ist.
Unter der Annahme, dass die Konzentrationen der Stoffe A, C und D konstant sind, wird die
Konzentration ξB nach einer vernachlässigbar kleinen Einlaufzeit durch das Verhältnis 2α1αAξAα2
bestimmt. Die Differentialgleichung (4.34) kann somit durch die algebraische Gleichung (4.36)
ersetzt werden. Die Konzentration ξB ist nach Differentialgleichung (4.26) scheinbar abhängig
von der Anfangskonzentration ξ0B und dem Parameter α2, für eine realistische Vorhersage der
Konzentration spielt jedoch ausschließlich der Gesamtparameter 2α1αAξA
α2
eine Rolle, der zudem
unabhängig von der Anfangsbedingung ist. Wird als Approximation der Lösung der Differenti-
algleichung die Lösung der algebraischen Gleichung (4.36) verwendet, können zwei Parameter
eliminiert werden.
Eine Reduktion der bestimmenden Parameter kann auch für den Fall erfolgen, dass die Terme
in der Differentialgleichung zeitabhängig sind. Um dies zu demonstrieren, werden die Konzen-
trationen der Stoffe C und D weiter konstant gehalten, der Stoff A zeigt jedoch nach Lösung
der Differentialgleichung (4.25) folgende Zeitabhängigkeit:
ξA (τ) = exp [−α1τ ] . (4.37)
Die Lösung der Differentialgleichung (4.34) ist in diesem Fall
ξB =
(
ξ0B −
2α1αA
α2 − α1
)
exp [−α2τ ] + 2α1αA
α2 − α1 exp [−α1τ ] . (4.38)
Der erste Term verschwindet erneut sehr schnell, da entsprechend der Annahmen der Parameter
α2 sehr groß ist. Im Fall, dass die zeitliche Änderung der Konzentration ξA klein ist, d.h.
α2 >> α1, gilt nach sehr kurzer Zeit
ξB =
2α1αA
α2 − α1 exp [−α1τ ] ≈
2α1αA
α2
exp [−α1τ ] =: ξBs . (4.39)
Die Lösung ξBs wird als quasi-stationäre Lösung (“quasi steady-state approximation” (QSSA))
bezeichnet, da sie erhalten wird, indem formal in der Differentialgleichung (4.34) die Ableitung
ξ′B = 0 gesetzt wird. Dies bedeutet jedoch nicht, dass die zeitliche Änderung ξ′Bs tatsächlich
verschwindet, was das Beispiel (4.39) verdeutlicht. Unter der Voraussetzung, dass die zeitliche
Änderung der Konzentration ξA klein ist, ist die quasi-stationäre Lösung eine sehr gute Appro-
ximation der wirklichen Lösung. Auch bei einer zeitlichen Änderung der Konzentrationen ξC
und ξD kann die quasi-stationäre Lösung verwendet werden (vgl. Abbildung 4.2).
Im Fall einer allgemeinen Reaktionsgleichung kann die QSSA ebenfalls angewandt werden. Die
Struktur der Reaktionsdifferentialgleichungen ist stets von einer besonderen Form: die Konzen-
tration des betrachteten Stoffes bestimmt die Reduktionsterme, die Produktionsterme werden
hingegen nicht beeinflusst:1
ξ′ = f (τ)− g (τ) ξ = g (τ)
(
f (τ)
g (τ) − ξ
)
(4.40)
1Im Fall von bimolekularen Reaktionen sind die Reduktionsterme quadratische Funktionen der Konzentration
des betrachteten Stoffs. In solchen Fällen kann die QSSA zu nicht eindeutigen Lösungen führen und sollte mit
Bedacht angewendet werden (Deuflhard u. Nowak (1986)).
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Durch diese Struktur der Differentialgleichung tendiert die Konzentration ξ zu einem Wert,
der den Ausdruck in der Klammer minimiert, d.h. ξ → f(τ)
g(τ) . Da bei reaktiven Stoffen der
Vorfaktor g (τ) stets sehr groß ist, wird jede Abweichung f(τ)
g(τ) − ξ sehr schnell ausgeglichen,
d.h. nach kürzester Zeit liegt die Konzentration sehr nah an dem Wert f(τ)
g(τ) . Dies wird bei
der quasi-stationären Approximation ausgenutzt. Dort wird die Differentialgleichung für die
Konzentration durch eine algebraische Gleichung ersetzt, indem formal die Zeitableitung ξ′ = 0
gesetzt wird:
ξ′ = 0 = f (τ)− g (τ) ξ ⇒ ξ = f (τ)
g (τ) . (4.41)
Ist die zeitliche Änderung der Funktionen f und g klein, ist diese algebraische Gleichung eine
gute Approximation für die exakte Lösung. Um dies zu verdeutlichen, wird die Lösung der
Differentialgleichung (4.40) additiv in den quasi-stationären Anteil ξs und einen instationären
Anteil ξi zerlegt:
ξ = ξs + ξi, mit ξs =
f (τ)
g (τ) ⇒ ξ
′ = f (τ)− g (τ) (ξi + ξs) = −g (τ) ξi = ξ′s + ξ′i . (4.42)
Dies liefert folgende Differentialgleichung für den instationären Teil der Lösung:
ξ′i = −ξ′s − g (τ) ξi = g (τ)
(
− ξ
′
s
g (τ) − ξi
)
. (4.43)
Die Struktur dieser Differentialgleichung ist erneut von der Form, dass der Ausdruck in der
Klammer minimiert wird, d.h. die instationäre Lösung liegt in der Größenordnung
ξi ∼ −ξ
′
s
g
. (4.44)
Damit gilt
ξi
ξs
∼ − ξ
′
s
gξs
= g
′
g
− f
′
f
. (4.45)
Für den Fall, dass die Änderungen der Terme f und g in der Reaktionsgleichung klein sind, ist
die QSSA somit eine sehr gute Approximation, da ξi
ξs
<< 1 ist.
Die Anwendung der QSSA für die Konzentration des Stoffes B ergibt folgende algebraische
Gleichung:
0 = 2kˆ1Tˆ
c0A
c0C
ξA − ξBξC − kˆ3
kˆ2
c0D
c0C
ξBξD . (4.46)
Damit sind statt der 7 Parameter (4.29) folgende 4 Parameter zur Beschreibung des Lösungs-
verhaltens ausreichend:
α1 := kˆ1Tˆ , αA0 :=
c0A
c0C
, αD0 :=
c0D
c0C
, αk :=
kˆ3
kˆ2
. (4.47)
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Diese Definitionen führen auf das folgende Differential-algebraische System zur mathematischen
Beschreibung der Reaktionskinetik:
ξ′A = −α1ξA, ξA (0) = 1 (4.48)
0 = 2α1αA0ξA − ξBξC − αkαD0ξBξD, (4.49)
ξ′C = −ξBξC, ξC (0) = 1 (4.50)
ξ′D = −αkξBξD, ξD (0) = 1 . (4.51)
Die Anzahl der Parameter kann noch weiter verringert werden. Es existieren durch die Re-
aktionen (4.18) und (4.19) zwei Verbrauchsterme, die die Entwicklung der Konzentration ξB
beschreiben. Für den Fall, dass einer der beiden Terme gegenüber dem anderen zu vernachläs-
sigen ist, kann der zugehörige Parameter entfernt werden. Beispielsweise spielt im Fall, dass
kˆ3
kˆ2
c0D
c0C
ξBξD
ξBξC
= αkαD0
ξD
ξC
<< 1, (4.52)
der zweite Reduktionsterm und damit der zugehörige Parameter αD0 keine Rolle für das Lö-
sungsverhalten. Diese Vereinfachung ist nicht gleichbedeutend mit einem Vernachlässigen der
Reaktion (4.19), es wird ausschließlich die Wirkung der Substanz D auf die Entwicklung der
Konzentration ξB vernachlässigt. Die durch Reaktion (4.19) hervorgerufene Abnahme der Kon-
zentration ξD wird weiterhin beachtet.
Nach Anwendung der Vereinfachungshypothesen kann das durch 7 Parameter beschriebene
System (4.20) - (4.23) durch das folgende dreiparametrische Modell ersetzt werden:
ξ′A = −α1ξA, ξA (0) = 1 (4.53)
0 = 2α1αA0ξA − ξBξC (4.54)
ξ′C = −ξBξC, ξC (0) = 1 (4.55)
ξ′D = −αkξBξD, ξD (0) = 1 . (4.56)
Um zu zeigen, dass die beschriebenen Vereinfachungshypothesen zu einer guten Approxima-
tion der Lösung des Gesamtsystems führen, wurde eine Beispielsimulation durchgeführt. Der
folgende Parametersatz ist dergestalt, dass die Voraussetzungen zur Anwendung der Vereinfa-
chungshypothesen erfüllt sind:
kˆ1Tˆ = 0.1, kˆ2Tˆ c0A = 1000, kˆ2Tˆ c0C = 1000, kˆ3Tˆ c0D = 10, ξ0B = 0,
kˆ3
kˆ2
= 0.1 . (4.57)
Der Vergleich zwischen dem Ergebnis einer Simulation des Gesamtsystems und des reduzier-
ten Systems nach Anwendung der quasi-stationären Hypothese sowie der Vernachlässigung des
zweiten Verbrauchsterms in der Differentialgleichung für den Stoff B ist in Abbildung 4.2 dar-
gestellt. Offensichtlich stimmen die Ergebnisse beider Simulationen sehr gut für Zeiten τ < 6.5
überein. Für längere Zeiten, bei denen der Verbrauch des Stoffes C vorangeschritten ist, wird
die Konzentration des Stoffes B überschätzt, da die Voraussetzungen zur Anwendung der QS-
SA und zu der Vernachlässigung des Verbrauchs von Stoff B durch Stoff D nicht mehr gegeben
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Abbildung 4.2: Lösung eines chemischen Reaktionssystems mit und ohne Verwendung von Ver-
einfachungshypothesen. Das vereinfachte System, das nur durch 3 Parameter
beschrieben wird, liefert bis zu einer Zeit τ = 6.5 in sehr guter Näherung das
Verhalten des kompletten Systems, das durch 6 Parameter beschrieben wird.
sind. Am Anfang des betrachteten Zeitraums liefern die Vereinfachungshypothesen jedoch eine
exzellente Näherung.
4.1.3 Die Kinetik der oxidativen Alterung
Mit Hilfe der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Regeln zum Ableiten der Diffe-
rentialgleichungen für Konzentrationen einzelner Stoffe kann das zum Reaktionsschema der
oxidativen Alterung gehörende Differentialgleichungssystem abgeleitet werden. Es werden wie
in Abschnitt 3.3 dargestellt die Reaktionen (3.1)-(3.15) beachtet:
Initiierung
R-R k1→ R• + R• (4.58)
ROOH k1u→ RO• + OH• (4.59)
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Wachstum
R• + O2 k2→ ROO• (4.60)
ROO• + R-H k3→ ROOH + R• (4.61)
ROO• + R=R k3d→ ROOR + R• (4.62)
R• + R=R k4d→ R-R + R• (4.63)
RO• k7→ R1=O + R•2 (4.64)
OH• + R-H kw→ H2O + R• (4.65)
RO• + R-H k8→ ROH + R• (4.66)
Terminierung
R• + R• k4→ R-R (4.67)
R• + ROO• k5→ ROOR (4.68)
ROO• + ROO• k6→ ROOR + O2 (4.69)
Stabilisierung
AH + ROO• kA→ A• + ROOH (4.70)
A• + ROO• kA2→ ROOA (4.71)
HD + ROOH kHD→ inaktive Produkte (4.72)
Am Beispiel der Alkylradikale R• wird das prinzipielle Vorgehen ausführlich hergeleitet. In den
Reaktionen (4.58), (4.61), (4.62), (4.64), (4.65) und (4.66) werden diese Radikale gebildet und
durch die Reaktionen (4.60), (4.67) und (4.68) verbraucht. Durch die Reaktion (4.63) werden
ebenso viele Radikale gebildet wie konsumiert, in der Differentialgleichung für die Konzentra-
tionsrate ist diese Reaktion folglich nicht sichtbar. Werden die Raten der einzelnen genannten
Reaktionen addiert, ergibt sich folgende Differentialgleichung für die Konzentration cR• :
.
cR• = 2k1cR-R + k3cROO•cR-H + k7cRO• + kwcOH•cR-H + k8cRO•cR-H + k3dcROO•cR=R
− k2cR•cO2 − 2k4c2R• − k5cROO•cR• . (4.73)
Analog dazu können die Konzentrationsraten der anderen beteiligten Stoffe abgeleitet werden.
Es ergibt sich das folgende Reaktionsschema (geordnet nach Stoffklassen):
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Substrat
.
cR-R = −k1cR-R + k4c2R• + k4dcR•cR=R (4.74)
.
cR-H = −k3cROO•cR-H − kwcOH•cR-H − k8cRO•cR-H (4.75)
.
cROOH = k3cROO•cR-H + kAcAHcROO• − k1ucROOH − kHDcHDcROOH (4.76)
.
cO2 = k6c2ROO• − k2cR•cO2 (4.77)
.
cR=R = −k3dcROO•cR=R − k4dcR•cR=R (4.78)
Radikale
.
cR• = 2k1cR-R + k3cROO•cR-H + k7cRO• + kwcOH•cR-H
+ k8cRO•cR-H + k3dcROO•cR=R − k2cR•cO2 − 2k4c2R• − k5cROO•cR• (4.79)
.
cROO• = k2cR•cO2 − k3cROO•cR-H − k5cROO•cR• − 2k6c2ROO•
− k3dcROO•cR=R − kAcAHcROO• − kA2cA•cROO• (4.80)
.
cRO• = k1ucROOH − k7cRO• − k8cRO•cR-H − kRcRO• (4.81)
.
cOH• = k1ucROOH − kwcOH•cR-HkRcOH• (4.82)
.
cO2 = k6c2ROO• − k2cR•cO2 (4.83)
Oxidationsprodukte
.
cROOH = k3cROO•cR-H + kAcAHcROO• − k1ucROOH − kHDcHDcROOH (4.84)
.
cR=O = k7cRO• (4.85)
.
cROH = k8cRO•cR-H (4.86)
Alterungsschutzmittel
.
cAH = −kAcAHcROO• (4.87)
.
cA• = kAcAHcROO• − kA2cA•cROO• (4.88)
.
cHD = −kHDcHDcROOH . (4.89)
Das Verhalten dieses Differentialgleichungssystems wird durch die 15 Reaktionsgeschwindig-
keiten mit den dazugehörigen 15 Aktivierungsenergien sowie 13 Anfangskonzentrationen der
beteiligten Stoffe beschrieben. Im Fall, dass diese 43 Parameter bekannt sind, kann das Diffe-
rentialgleichungssystem mit numerischen Verfahren gelöst werden, um somit für jeden Zeitpunkt
die Konzentrationen der beteiligten Stoffe zu berechnen. Eine umfassende Übersicht über geeig-
nete numerische Verfahren zur Lösung gewöhnlicher Differentialgleichungen ist beispielsweise
in Deuflhard u. Bornemann (2008) zu finden.
Die Reaktionsgeschwindigkeiten, deren Temperaturabhängigkeit sowie die Anfangskonzentra-
tionen der beteiligten Stoffe können prinzipiell so bestimmt werden, dass über den Verlauf
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der Alterung die Konzentrationen der beteiligten Stoffe gemessen werden und mit Hilfe eines
Optimierungsverfahrens der Unterschied zwischen Experiment und Simulation minimiert wird.
Dies wurde erfolgreich für komplexe Reaktionssysteme durchgeführt (z.B. Nowak u. Deuflhard
(1985); Deuflhard u. Nowak (1986)). In diesen Fällen standen jedoch eine vergleichsweise große
Anzahl an Experimenten zur Verfügung, die zur Identifikation verwendet werden konnten. Im
Rahmen der oxidativen Alterung sind hingegen nur die Konzentrationen weniger Stoffe messbar,
die Konzentration von Radikalen ist beispielsweise experimentell nicht zuverlässig bestimmbar.
Zudem sind häufig große Streuungen zu beobachten (z.B. aufgrund der starken Heterogenität
in der Zusammensetzung des vermessenen Stoffs). Es existieren Ansätze, bei denen aus weni-
gen verfügbaren Experimenten die Parameter eines komplexen Reaktionsschemas identifiziert
werden (z.B. in Richaud u. a. (2006)). In einem nachfolgenden Artikel (Richaud u. a. (2007)),
der die Alterung des gleichen Materials behandelt, werden jedoch Reaktionsgeschwindigkeiten
bestimmt, die sich um mehrere Größenordnungen von denen in der vorangegangenen Arbeit un-
terscheiden. Die identifizierten Parameter sind somit offensichtlich nicht eindeutig und können
nicht als chemische Parameter interpretiert werden. Eine Begründung, warum einige Parame-
ter die Lösung des bestimmenden Differentialgleichungssystems nicht beeinflussen, liefert der
folgende Abschnitt.
4.1.4 Ein vereinfachtes Oxidationsschema
Die im Abschnitt 4.1.2 dargestellten Vereinfachungshypothesen werden im Folgenden auf das
weitaus komplexere System der oxidativen Alterung angewandt.
Die Anwendung der quasi-stationären Approximation bedeutet gravierende Vereinfachungen
des Systems. Diese Approximation ist auf alle reaktiven Stoffe und somit auf alle Radikale an-
wendbar. Die Alkylradikale R•, die durch Reaktion (4.60) den Sauerstoff aufnehmen, sind sehr
reaktiv. Die Reaktionsgeschwindigkeit k2 liegt im Bereich von 108 . . . 1010 lmol s (Denisov u. Afa-
nas’ev (2005)). Unter Standardbedingungen und in Bereichen, in denen der DLO-Effekt keine
Rolle spielt, beträgt die Sauerstoffkonzentration 10 3moll (Colin u. a. (2007a)), d.h. die Größe,
die den Verbrauch der Alkylradikale bestimmt, liegt im Bereich von k2cO2 = 105− 107s 1. Nach
Sekundenbruchteilen wird somit die quasi-stationäre Konzentration angenommen, d.h. die QS-
SA ist in diesem Fall zulässig. Auch für den Fall, dass die Sauerstoffkonzentration um mehrere
Größenordnungen niedriger ist, nimmt der Verbrauchsterm in dieser Differentialgleichung noch
ausreichend hohe Werte an, um die QSSA zu rechtfertigen.
Zu sehr reaktiven Substanzen zählen auch die Alkoxyl- und Hydroxylradikale RO• und OH•.
Die den Verbrauch dieser Radikale bestimmenden Terme k8cR-H und kwcR-H liegen im Fall
von instabilen Wasserstoffbindungen (wie z.B. im Fall von Polyisopren) bei Raumtemperatur
im Bereich von 103 − 107s 1 (Verdu (2012)). Der transiente Anteil dieser Differentialgleichung
klingt somit ebenfalls in kürzester Zeit ab und die Radikalkonzentration entspricht der quasi-
stationären Lösung.
Die Peroxiradikale ROO• werden hauptsächlich durch Wasserstoffabspaltung bzw. durch eine
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Reaktion mit dem Alterungsschutzmittel verbraucht. Bei Raumtemperatur kann im Fall von
instabilen Wasserstoffbindungen der Vorfaktor des Reduktionsterms bei der Wasserstoffabspal-
tung mit 10 1 − 100s 1 angegeben werden. Auch in diesem Fall wird nach wenigen Sekunden
die stationäre Lösung erreicht, im Vergleich zu den langen Zeiträumen von Alterungsvorgängen
sind derart kurze transiente Phasen irrelevant. Im Fall, dass Alterungsschutzmittel eingesetzt
wird, ist der Reduktionsterm tendenziell größer, da ein wirksames Alterungsschutzmittel mit
der Wasserstoffabspaltung konkurrieren muss. Auch für diese Radikale kann daher die quasi-
stationäre Approximation verwendet werden.
Die QSSA wird ebenfalls für die Radikale A•, die bei einem Verbrauch des primären Alterungs-
schutzmittels entstehen, angewendet.
Nach Anwendung der quasi-stationären Approximation ergeben sich die folgenden algebraischen
Gleichungen für die Radikalkonzentrationen:
.
cR• = 0 = 2k1cR-R + k3cROO•cR-H + k7cRO• + kwcOH•cR-H + k8cRO•cR-H
+ k3dcROO•cR=R − k2cR•cO2 − 2k4c2R• − k5cROO•cR• (4.90)
.
cROO• = 0 = k2cR•cO2 − k3cROO•cR-H − k5cROO•cR•
− 2k6c2ROO• − k3dcROO•cR=R − kAcAHcROO• − kA2cA•cROO• (4.91)
.
cRO• = 0 = k1ucROOH − k7cRO• + k8cRO•cR-H (4.92)
.
cOH• = 0 = k1ucROOH − kwcOH•cR-H (4.93)
.
cA• = 0 = kAcAHcROO• − kA2cA•cROO• . (4.94)
Insbesondere die Gleichungen (4.92), (4.93) und (4.94) vereinfachen das Reaktionssystem stark,
da die betroffenen Radikale aus dem Reaktionssystem entfernt werden können. Ein Umstellen
der Gleichungen nach der jeweiligen Radikalkonzentration liefert
cRO• =
k1ucROOH
k7 + k8cR-H
(4.95)
cOH• =
k1ucROOH
kwcR-H
(4.96)
cA• =
kA
kA2
cAH . (4.97)
Durch Einsetzen in die Differentialgleichungen entfällt die Notwendigkeit der expliziten Berech-
nung dieser Konzentrationen. Es kann gezeigt werden, dass dadurch die Parameter k7, k8, kw
und kA2 keinen Einfluss auf die Lösung des Systems haben. Der exakte Wert dieser Parameter
spielt somit keine Rolle für den zeitlichen Ablauf der Reaktionen, wenn diese so große Werte
annehmen, dass die quasi-stationäre Approximation gerechtfertigt ist.
Oftmals wird dieser Umstand auch dadurch kenntlich gemacht, dass die Reaktionen, an denen
die Radikale beteiligt sind, formal durch ein kondensiertes Reaktionssystem ersetzt werden. Im
Fall der Alkoxyl- und Hydroxylradikale, die nach Wasserstoffabspaltung Alkylradikale bilden,
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lauten die ursprünglichen Reaktionen
ROOH k1u→ RO• + OH•
OH• + R-H kw→ H2O + R•
RO• k7→ R1=O + R•2
RO• + R-H k8→ ROH + R• .
Formal kann dieses System durch eine Reaktion ersetzt werden:
ROOH + 2R-H k1u→ 2R• + H2O + γ1R=O + γ2ROH .
Die stöchiometrischen Faktoren γ1 und γ2 hängen von dem Verhältnis der Reaktionsparame-
ter k7 und k8cR-H ab. Da oftmals die Ausbeute der Reaktionsprodukte R=O und ROH nicht
von Interesse ist, müssen diese Parameter nicht experimentell bestimmt werden. Anhand dieser
kondensierten Reaktionsgleichung kann jedoch nicht das beschriebene Vorgehen zur Herleitung
der Differentialgleichungen für die Konzentrationen angewandt werden, da dies beispielsweise
im vorliegenden Fall auf eine Reaktion dritter Ordnung führen würde, die ein anderes Verhalten
als das ursprüngliche Reaktionssystem zeigt.
Am Beispiel des Alterungsschutzmittels wird ebenso deutlich, dass die kondensierten Reakti-
onssysteme zu falschen Differentialgleichungen führen können. Auch in diesem Fall können die
zwei Reaktionen
AH + ROO• kA→ A• + ROOH
A• + ROO• kA2→ ROOA
formal durch eine Reaktion ersetzt werden:
AH + 2ROO• kA→ ROOH + ROOA .
Hier kann ebenfalls nicht das beschriebene Vorgehen zur Herleitung der Differentialgleichungen
angewandt werden, da der Verbrauch des Alterungsschutzmittels durch eine Reaktion zweiter
(und nicht dritter) Ordnung bestimmt wird:
.
cAH = −kAcAHcROO• 6= −kAcAHc2ROO• .
Für eine realistische mathematische Modellierung der Reaktionskinetik sollten daher Differen-
tialgleichungen aus einem nicht vereinfachten Reaktionsschema hergeleitet und erst danach
Vereinfachungshypothesen angewandt werden.
Das Differentialgleichungssystem für die Konzentrationen der beteiligten Stoffe kann nach An-
wendung der quasi-stationären Approximation nun wie folgt zu einem differential-algebraischen
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System umformuliert werden:
.
cR-R = −k1cR-R + k4c2R• + k4dcR•cR=R (4.98)
.
cR-H = −k3cROO•cR-H − kwcOH•cR-H − k8cRO•cR-H (4.99)
.
cR• : 0 = 2k1cR-R + k3cROO•cR-H + 2k1ucROOH + k3dcROO•cR=R
− k2cR•cO2 − 2k4c2R• − k5cROO•cR• (4.100)
.
cROO• : 0 = k2cR•cO2
− k3cROO•cR-H − k5cROO•cR• − 2k6c2ROO• − k3dcROO•cR=R − 2kAcAHcROO• (4.101)
.
cROOH = k3cROO•cR-H + kAcAHcROO• − k1ucROOH − kHDcHDcROOH (4.102)
.
cAH = −kAcAHcROO• (4.103)
.
cHD = −kHDcHDcROOH (4.104)
.
cO2 = k6c2ROO• − k2cR•cO2 (4.105)
.
cR=R = −k3dcROO•cR=R − k4dcR•cR=R . (4.106)
Die nicht messbaren Konzentrationen der Radikale RO•,OH• und A• wurden somit aus dem
mathematischen Modell eliminiert.
Einfluss bimolekularer Reaktionen
Die quasi-stationäre Approximation liefert algebraische Gleichungen für die Radikalkonzen-
trationen, wodurch ein Großteil der Radikale aus dem Reaktionsgleichungssystem eliminiert
werden kann. Eine einfache Berechnung der Konzentrationen der Alkyl- und Peroxiradikale
ist hingegen nicht möglich, da die bestimmenden Gleichungen durch die bimolekularen Termi-
nierungsreaktionen nichtlinear und miteinander gekoppelt sind. Im folgenden Abschnitt wird
jedoch gezeigt, dass die Auswirkung dieser Reaktionen auf die Radikalkonzentrationen bei in-
dustriell verwendeten Elastomeren vernachlässigbar ist.
Die grundlegende Idee basiert auf der Berechnung von Schranken für die Konzentrationen.
Dies ist möglich, da sich gegenüber der tatsächlichen Konzentration eine größere Konzentrati-
on eines Stoffes einstellen wird, wenn Verbrauchsterme vernachlässigt oder unterschätzt bzw.
Produktionsterme überschätzt werden. Analog dazu stellt sich eine kleinere Konzentration des
betrachteten Stoffes ein, wenn bestimmte Produktionsreaktionen unterschätzt oder vernach-
lässigt bzw. Verbrauchsreaktionen überschätzt werden. Im vorliegenden vielfach gekoppelten
System können für die Radikale Konzentrationsschranken durch Vernachlässigen der bimole-
kularen Terminierungsreaktionen berechnet werden. Diese Schranken werden dann erneut zur
Abschätzung verwendet, indem bestimmte Produktionsterme überschätzt und Verbrauchster-
me unterschätzt werden.
Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt wurde, kann die quasi-stationäre Approximation für
die Alkyl- und Peroxiradikale verwendet werden. Die algebraische Gleichung zur Berechnung
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der Alkylradikalkonzentration lautet
0 = 2k1cR-R + k3cROO•cR-H + k7cRO• + kwcOH•cR-H
+ k8cRO•cR-H + k3dcROO•cR=R − k2cR•cO2 − 2k4c2R• − k5cROO•cR• (4.107)
Eine Abschätzung gelingt, indem die bimolekularen Terminierungsreaktionen vernachlässigt
werden:
0 = 2k1cR-R + k3cROO•cR-H + k7cRO• + kwcOH•cR-H
+ k8cRO•cR-H + k3dcROO•cR=R − k2cR•cO2 − 2k4c2R• − k5cROO•cR•
≤ 2k1cR-R + 2k1ucROOH + k3cROO•cR-H + k3dcROO•cR=R − k2cR•cO2
⇒ k2cR•cO2 ≤ 2k1cR-R + 2k1ucROOH + k3cROO•cR-H + k3dcROO•cR=R (4.108)
Ein analoges Vorgehen liefert eine Abschätzung für die Peroxiradikalkonzentration:
.
cROO• = 0 = k2cR•cO2 − k3cROO•cR-H − k5cROO•cR•
− 2k6c2ROO• − k3dcROO•cR=R − 2kAcAHcROO•
≤ k2cR•cO2 − k3cROO•cR-H − k3dcROO•cR=R − 2kAcAHcROO•
⇒ k3cROO•cR-H + k3dcROO•cR=R + 2kAcAHcROO• ≤ k2cR•cO2 (4.109)
Die Abschätzungen (4.108) und (4.109) führen auf
k3cROO•cR-H + k3dcROO•cR=R + 2kAcAHcROO• ≤ k2cR•cO2
≤ 2k1cR-R + 2k1ucROOH + k3cROO•cR-H + k3dcROO•cR=R, (4.110)
woraus folgende obere Schranke für die Peroxiradikalkonzentration folgt:
cROO• ≤ 2k1cR-R + 2k1ucROOH2kAcAH . (4.111)
Diese Schranke wird in Gleichung (4.108) in die Produktionsterme eingesetzt. Unter Verwen-
dung der Abschätzung (4.111) ergibt sich eine Überschätzung der Produktionsterme und somit
ebenfalls eine obere Schranke für die Alkylradikalkonzentration, die nach wenigen Umformun-
gen folgende Form annimmt:
cR• ≤
(2k1cR-R + 2k1ucROOH)
(
1 + k3cR-H+k3dcR=R2kAcAH
)
k2cO2
. (4.112)
Diese Abschätzungen werden nun verwendet, um die Größe der bimolekularen Terminierungs-
reaktionen mit anderen Verbrauchsreaktionen zu vergleichen. Unter Verwendung von Literatur-
werten für bestimmte Reaktionsgeschwindigkeiten kann dann der Einfluss der bimolekularen
Terminierung eingeschätzt werden.
Die Initiierung aus dem Kettenzerfall spielt in anwendungsrelevanten Temperaturbereichen
gegenüber dem unimolekularen Zerfall des Hydroperoxids eine untergeordnete Rolle (Verdu
(2012)), es gilt folglich 2k1cR-R < 2k1ucROOH. Zudem wird angenommen, dass die Reaktion
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der Peroxiradikale mit Doppelbindungen um eine Größenordnung schneller als die Wasser-
stoffabspaltung ist, d.h. k3dcR=R ≤ 10k3cR-H (nach Verdu (2012) liegt das tatsächliche Ver-
hältnis eher niedriger). Wird ein effizientes Alterungsschutzmittel eingesetzt, gilt zusätzlich
2kAcAH ≥ k3cR-H. Damit können folgende Abschätzungen getroffen werden:
cR• ≤ 4k1ucROOH · 12
k2cO2
, cROO• ≤ 4k1ucROOH2kAcAH (4.113)
Die Terminierungsreaktionen sind dann vernachlässigbar, wenn ihr Einfluss auf die betreffende
(Differential-)Gleichung in guter Näherung vernachlässigbar klein ist, d.h wenn sie verglichen
mit anderen Verbrauchsreaktionen kleine Werte annehmen. Im Fall der Alkylradikale ist die
konkurrierende Verbrauchsreaktion der Sauerstoffverbrauch, so dass der Quotient aus k2cO2cR•
und k4c2R• relevant ist. Die Rate des unimolekularen Zerfalls des Hydroperoxids k1u wird bei
einer Temperatur von 100◦C im Bereich von 10 6s 1 angegeben (Verdu (2012)). Bei Standard-
luftdruck beträgt in Isoprenkautschuk die Sauerstoffkonzentration in Randbereichen 10 3moll
(Colin u. a. (2007a)). Über die Reaktionsgeschwindigkeiten k2 und k4 existieren nur wenige
Informationen, da die zugehörigen Reaktionen sehr schnell vonstatten gehen und aus diesem
Grund sehr schwer zu vermessen sind. In Verdu (2012) wird angenommen, dass k2 ≈ 109±1 lmol s
ist (siehe auch Denisov u. Afanas’ev (2005)). Die tatsächlichen Werte unterscheiden sich in der
Literatur im Bereich von 1 · 109 lmol s − 5 · 1010 lmol s (Colin u. a. (2007a); Denisov u. Afanas’ev
(2005); Richaud u. a. (2007, 2008)). Da die Alkylradikale reaktiver als Sauerstoff sind, sollte
k4 > k2 gelten. Im Rahmen dieser Arbeit wird angenommen, dass k4k2 ≤ 1000 gilt. Die Konzen-
tration des Hydroperoxids kann nach Colin u. a. (2007a) durch cROOH ≤ 5 · 10 2moll abgeschätzt
werden.
Unter Normalbedingungen in Randbereichen des betrachteten Materials (d.h. ohne DLO-Effekt)
und unter Verwendung der erwähnten Reaktionskonstanten kann die folgende Abschätzung ge-
wonnen werden:
k4c
2
R•
k2cO2cR•
≤ k4
k2
48k1ucROOH
k2c2O2
≈ 3 · 10 5 (4.114)
Somit ist unter Normalbedingungen mit ausreichend Sauerstoff die bimolekulare Terminierung
durch Reaktion zweier Alkylradikale vernachlässigbar. Die einzige Situation, in der diese Reak-
tion eine Rolle spielen kann, ist im Fall einer Sauerstoffarmut, wenn cO2 ≤ 1 ·10 5moll gilt. Dann
treten jedoch auch kaum oxidative Alterungsvorgänge auf, wodurch dieser Fall vernachlässigbar
ist.
Es wird des Weiteren angenommen, dass das Alterungsschutzmittel effizient ist und auch
bei besonders instabilen Wasserstoffbindungen wirkt. In diesem Fall gilt nach Verdu (2012)
2kAcAH ≥ k3cR-H ≈ 30s 1. 2
Die Verwendung von k5
k2
≤ 100 und k6 ≤ 108 lmol s (Denisov u. Afanas’ev (2005)) liefert damit
folgende Abschätzungen:
k5cR•cROO•
k2cO2cR•
≤ 7 · 10 4, k5cR•cROO•2kAcAHcROO• ≤ 8 · 10
3,
k6c
2
ROO•
2kAcAHcROO•
≤ 3 · 10 2 . (4.115)
2Diese Abschätzung ist bei modernen Alterungsschutzmitteln als sehr grob einzuschätzen.
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Dies ist ein starker Hinweis darauf, dass die bimolekularen Terminierungsreaktionen bei Vor-
handensein von Sauerstoff und einem effizienten Alterungsschutzmittel keinen Einfluss auf die
Entwicklung der Radikalkonzentrationen haben. Im Rahmen dieser Arbeit wird zusätzlich ange-
nommen, dass die Bildung von Sauerstoff durch die bimolekulare Terminierungsreaktion (4.69)
keinen Einfluss auf die Entwicklung der Sauerstoffkonzentration hat.
Werden die Terminierungsreaktionen vollständig vernachlässigt, kann das Verhalten bei niedri-
gen Sauerstoff- und Alterungsschutzmittelkonzentrationen nicht abgebildet werden. Aus diesem
Grund werden zwei “kinetisch äquivalente” unimolekulare Reaktionen eingeführt, die weitere
Verbrauchsreaktionen für die Radikale abbilden:
R• k4→ inaktive Produkte (4.116)
ROO• k6→ inaktive Produkte (4.117)
Diese Reaktionen können so interpretiert werden, dass ein weiterer Stoff in dem Elastomer
vorhanden ist, der in Lage ist, mit Radikalen zu reagieren und dessen Konzentration in den
betrachteten Zeiträumen konstant ist. Dies können beispielsweise Rußpartikel sein, die als Radi-
kalfänger agieren und einen durchaus starken Einfluss auf das Alterungsverhalten haben können
(Bell u. Cunneen (1967); Celina u. a. (1998); Verdu (2012)).
Das Reaktionssystem nimmt unter Beachtung der vorgestellten Vereinfachungshypothesen die
folgende Form an:
R-R k1→ R• + R• (4.118)
R• + O2 k2→ ROO• (4.119)
ROO• + R-H k3→ ROOH + R• (4.120)
ROO• + R=R k3d→ ROOR + R• (4.121)
R• + R=R k4d→ R-R + R• (4.122)
ROOH k1u→ 2R• + H2O + γ1R=O + γ2ROH (4.123)
R• k4→ inaktive Produkte (4.124)
ROO• k6→ inaktive Produkte (4.125)
AH + ROO• kA→ A• + ROOH (4.126)
A• + ROO• kA2→ ROOA (4.127)
HD + ROOH kHD→ inaktive Produkte . (4.128)
Konstante Substratkonzentration
Das Reaktionsschema kann prinzipiell abbilden, dass sich die Konzentrationen der Wasserstoff-
bindungen R-H, der Doppelbindungen R=R sowie der Kohlenstoffbindungen in der Hauptkette
R-R ändern können. In Richaud u. a. (2007) wird beispielsweise ein solcher Verbrauch des
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Substrats beachtet, um eine Verlangsamung der Oxidationsreaktionen nach starker Selbstbe-
schleunigung abbilden zu können.
Im Rahmen dieser Arbeit kann ein Verbrauch des Substrats jedoch vernachlässigt werden. Ein
Verbrauch von Doppelbindungen führt nach dem vorliegenden Schema stets zu dem Einbringen
einer Sauerstoffbrücke und somit zu einer Nachvernetzung. Bei industriell verwendeten Gum-
miwerkstoffen werden ca. 0.1-2% der Doppelbindungen während des Vulkanisationsprozesses
durch Schwefelbrücken vernetzt. Wenn durch Alterungsprozesse die Konzentration der Doppel-
bindungen um 10 % abnimmt, wurde die 5-100 fache Menge an Vernetzungen verglichen mit
dem jungfräulichen Material eingebracht. Die damit einhergehenden Veränderungen der Mate-
rialeigenschaften sind so gravierend, dass diese Alterungszustände technisch nicht interessant
sind. Analog zu den Doppelbindungen können auch die Konzentrationen von R-H und R-R
für industriell relevante Alterungszustände in sehr guter Näherung als konstant angenommen
werden.
Unter Beachtung der beschriebenen Regeln und Vereinfachungshypothesen führt dieses Reak-
tionsschema auf das folgende System von differential-algebraischen Gleichungen:
cR-R ≈ const., cR-H ≈ const., cR=R ≈ const. (4.129)
.
cR• : 0 = 2k1cR-R + 2k1ucROOH + k3cROO•cR-H + k3dcROO•cR=R − k2cR•cO2 − k4cR• (4.130)
.
cROO• : 0 = k2cR•cO2 − k3cROO•cR-H − k3dcROO•cR=R − 2kAcAHcROO• − k6cROO• (4.131)
.
cROOH = k3cROO•cR-H + kAcAHcROO• − k1ucROOH − kHDcHDcROOH (4.132)
.
cAH = −kAcAHcROO• , .cHD = −kHDcHDcROOH (4.133)
.
cO2 = −k2cR•cO2 . (4.134)
Die Lösung dieses Systems wird durch folgende 7 Anfangsbedingungen (bzw. Randbedingung
im Fall des Sauerstoffs) und 9 Reaktionsgeschwindigkeiten bestimmt:
c0R-R, c
0
R-H, c
0
R=R, c
0
ROOH, c
0
AH, c
0
HD, c
0
O2 , k1, k1u, k3, k3d, k2, k4, kA, k6, kHD (4.135)
Um auch die Temperaturabhängigkeit abbilden zu können, müssten 24 Parameter aus den
Experimenten identifiziert werden.
Dimensionsanalyse
Wie anhand des vereinfachten Reaktionssystems bereits gezeigt wurde, kann auch mit Hilfe
einer Dimensionsanalyse die Anzahl der bestimmenden Parameter reduziert werden. Im Fall
des vorliegenden Reaktionsschemas ist noch ein weiterer Vorteil zu erkennen. Selten ist es von
Interesse, wie hoch die Konzentration einzelner Stoffe (z.B. des Alterungsschutzmittels) im
Elastomer ist. Interessant ist ausschließlich die Änderung dieser Konzentration verglichen zu
dem Ausgangswert. Zum Beispiel kann durch das Normieren der Alterungsschutzmittelkon-
zentration auf den Anfangswert eine dimensionslose Kenngröße definiert werden, die in der
Größenordnung 1 liegt und in einfacher Weise interpretiert werden kann.
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Die Dimensionsanalyse erfolgt durch Definition “dimensionsloser Konzentrationen”, indem die
Konzentrationen bestimmter Stoffe auf die jeweilige Anfangskonzentration bezogen bzw. mit
einer charakteristischen Zeit Tˆ und der Reaktionsgeschwindigkeit einer bimolekularen Reaktion
multipliziert werden:
ξR-H :=
cR-H
c0R-H
, ξR=R :=
cR=R
c0R=R
, ξR• := k2Tˆ cR• , ξROO• := k3Tˆ cROO• , (4.136)
ξROOH :=
cROOH
c0R-H
, ξAH :=
cAH
c0AH
, ξHD :=
cHD
c0HD
, ξO2 :=
cO2
c0O2
. (4.137)
Die Konzentrationen c0AH, c0HD, c0R-H, c0R=R sind die Anfangskonzentrationen der jeweiligen Stoffe
zu Beginn des Alterungsprozesses. Als Konzentration c0O2 kann die Sauerstoffkonzentration im
Außenrand des Materials verwendet werden. Die zu verwendende Henry-Randbedingung (vgl.
Abschnitt 4.1.6) ist am entsprechenden Rand ξO2 = 1.
Mit Hilfe der dimensionslosen Zeitvariable τ := t
Tˆ
und (•)′ := ∂
∂τ
ergibt sich das folgende
dimensionsloses Gleichungssystem:
ξR-R ≈ 1, ξR-H ≈ 1, ξR=R ≈ 1 (4.138)
ξ′R• : 0 = 2k1Tˆ k2Tˆ c0R-RξR-R + 2k1uTˆ k2Tˆ c0R-HξROOH + k2Tˆ c0R-HξROO•ξR-H
+ k2Tˆ c0R=R
k3d
k3
ξROO•ξR=R − k2Tˆ c0O2ξR•ξO2 − k4Tˆ ξR• (4.139)
ξ′ROO• : 0 = k3Tˆ c0O2ξR•ξO2 − k3Tˆ c0R-HξROO•ξR-H − k3dTˆ c0R=RξROO•ξR=R
− 2kATˆ c0AHξAHξROO• − k6Tˆ ξROO• (4.140)
ξ′ROOH = ξROO•ξR-H +
kA
k3
c0AH
c0R-H
ξAHξROO• − k1uTˆ ξROOH − kHDTˆ c0HDξHDξROOH (4.141)
ξ′AH = −
kA
k3
ξAHξROO• , ξ
′
HD = −kHDc0R-HTˆ ξHDξROOH (4.142)
ξ′O2 = ξR•ξO2 . (4.143)
Division der Gleichungen (4.139) und (4.140) durch k2Tˆ c0R-H bzw. k3Tˆ c0R-H führt auf die folgen-
den Gleichungen:
0 = 2k1Tˆ
c0R-R
c0R-H
ξR-R + 2k1uTˆ ξROOH + ξROO•ξR-H
+ c
0
R=R
c0R-H
k3d
k3
ξROO•ξR=R − c
0
O2
c0R-H
ξR•ξO2 −
k4
k2c0R-H
ξR• (4.144)
0 =
c0O2
c0R-H
ξR•ξO2 − ξROO•ξR-H −
c0R=R
c0R-H
k3d
k3
ξROO•ξR=R
− 2kAc
0
AH
k3c0R-H
ξAHξROO• − k6
k3c0R-H
ξROO• (4.145)
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Es werden die folgenden dimensionslosen Reaktionsparameter definiert:
αi := 2k1Tˆ
c0R-R
c0R-H
, α1u := k1uTˆ , αD :=
c0R=R
c0R-H
k3d
k3
, αO2 :=
c0O2
c0R-H
, (4.146)
αT1 :=
k4
k2c0R-H
, αA :=
kAc
0
AH
k3c0R-H
, αT2 :=
k6
k3c0R-H
, αHD := kHDTˆ c0HD (4.147)
αA3 :=
kA
k3
, αcHD :=
c0HD
c0R-H
, α3d3 :=
k3d
k3
(4.148)
Von diesen 11 Parametern können prinzipiell alle außer αcHD und αO2 von der Temperatur
abhängen, es spielen jedoch nur 7 unterschiedliche Aktivierungsenergien eine Rolle. Das verein-
fachte System, das viele Effekte der oxidativen Vorgänge beschreiben kann, wird hier nur noch
durch 18 unterschiedliche Parameter beschrieben.
Viele der bestimmenden Parameter sind einfach zu interpretieren und in Ihrer Größenordnung
festzustellen. Beispielsweise bestimmt der Parameter αA, wie effizient das Alterungsschutzmit-
tel ist. Gilt αA < 1, so ist das Alterungsschutzmittel ineffizient, im Fall von αA >> 1 ist es sehr
effizient.
Das Einsetzen der definierten Parameter in das differential-algebraische System liefert
ξR-R ≈ 1, ξR-H ≈ 1, ξR=R ≈ 1 (4.149)
0 = αi + 2α1uξROOH + ξROO•ξR-H + αDξROO•ξR=R − αO2ξR•ξO2 − αT1ξR• (4.150)
0 = αO2ξR•ξO2 − ξROO•ξR-H − αDξROO•ξR=R − 2αAξAHξROO• − αT2ξROO• (4.151)
ξ′ROOH = ξROO•ξR-H + αAξAHξROO• − α1uξROOH − αHDξHDξROOH (4.152)
ξ′AH = −αA3ξAHξROO• , ξ′HD = −
αHD
αcHD
ξHDξROOH, ξ
′
O2 = −ξR•ξO2 . (4.153)
Prinzipiell können viele dieser Parameter experimentell bestimmt werden, indem der zeitliche
Verlauf der Konzentrationen der Alterungsschutzmittel und des Hydroperoxids für verschiedene
Sauerstoffkonzentrationen und bei verschiedenen Temperaturen gemessen werden.
Implikationen des vereinfachten Oxidationsschemas
Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, ist die Menge des verbrauchten Sauerstoffs eine wich-
tige Kenngröße zur Beschreibung von oxidativen Alterungsvorgängen. Die zeitliche Ableitung
dieser Größe ist nach Gleichung (4.153) das Produkt aus Alkylradikal- und Sauerstoffkonzen-
tration ξR•ξO2 . Die weitere Analyse des chemischen Modells liefert wichtige Zusammenhänge
zwischen den Alterungsmechanismen und dieser Sauerstoffverbrauchsrate.
Durch Umstellen von Gleichung (4.151) kann die Konzentration der Peroxiradikale wie folgt
angegeben werden:
ξROO• =
αO2
ξR-H + αDξR=R + 2αAξAH + αT2
ξR•ξO2 . (4.154)
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Werden Zeiten betrachtet, in denen die Abnahme der Konzentration des Alterungsschutzmittels
klein ist3, ist die Peroxiradikalkonzentration somit proportional zur Sauerstoffverbrauchsrate.
Der Proportionalitätsfaktor hängt insbesondere von der Effizienz αA des Alterungsschutzmittels
ab. Auch eine Temperaturabhängigkeit ist denkbar, da die Effizienz des Alterungsschutzmittels,
die durch den Parameter αA bestimmt wird, im Allgemeinen temperaturabhängig ist.
Die Peroxiradikale koppeln sich an Doppelbindungen (Reaktion (4.62)) und führen so zu einer
Neuvernetzung, d.h. einer Erhöhung der Konzentration ξX der Vernetzungsstellen. Die Rate der
Neuvernetzung ist folglich proportional zur Peroxiradikalkonzentration und damit proportional
zu der Sauerstoffverbrauchsrate:4
ξ′X = α3d3ξROO•ξR=R =
α3d3ξR=RαO2
ξR-H + αDξR=R + 2αAξAH + αT2
ξR•ξO2 . (4.155)
Mit Hilfe dieser Gleichung kann ein chemisch fundierter Zusammenhang zwischen der Men-
ge des verbrauchten Sauerstoffs und der zusätzlich in das System eingebrachten Vernetzungen
formuliert werden. Aus der Menge des verbrauchten Sauerstoffs kann nach Bestimmung des
Proportionalitätsfaktors und dessen Temperaturabhängigkeit direkt auf die Versteifung des
Materials geschlossen werden. Zudem können damit die Auswirkungen von lokal inhomogenen
Oxidationsprozessen (DLO-Effekt) vorhergesagt werden, da über eine Berechnung des lokal ver-
brauchten Sauerstoffs auf die lokal unterschiedliche Versteifung geschlossen werden kann. Die
typischerweise verwendeten Diffusions-Reaktionsmodelle, die einen Sauerstoffverbrauch mit ei-
ner Versteifung verknüpfen (z.B. Wise u. a. (1995); Baldwin u. Bauer (2008); Nasdala (2005)),
können somit chemisch sehr gut erklärt werden.
Die Gleichung (4.155) stimmt auch in weiteren Aspekten gut mit Experimenten überein. Bei-
spielsweise wird in Huneke u. Klüppel (2006) experimentell nachgewiesen, dass bei SBR die
Hinzugabe von Alterungsschutzmittel die Versteifung durch Oxidation verzögert. Dies wird
durch (4.155) vorhergesagt, da dort die Rate der Neuvernetzung indirekt proportional zur Kon-
zentration des Alterungsschutzmittels ist.
Um den DLO-Effekt vorhersagen zu können, muss die lokale Sauerstoffverbrauchsrate bekannt
sein. Diese ergibt sich aus dem Umstellen der Gleichung (4.150) nach Einsetzen der Peroxira-
dikalkonzentration (4.154) zu
−ξ′O2 = ξR•ξO2 =
αi + 2α1uξROOH(
1− ξR-H+αDξR=R
ξR-H+αDξR=R+2αAξAH+αT2
)
ξO2 + αT1
ξO2 . (4.156)
Unter der Bedingung, dass die Initiierungsrate, die durch den Term αi + 2α1uξROOH bestimmt
wird, konstant ist, hängt die Sauerstoffverbrauchsrate über eine rationale Funktion von der Sau-
erstoffkonzentration ξO2 ab. Ein solcher Zusammenhang wird auch in mehreren Publikationen
3Dies ist ein für die Anwendung interessanter Bereich. In Zweifel u. a. (2009) wird am Beispiel von Poly-
propylen gezeigt, dass die Degradierung vollständig während der Induktionszeit stattfindet, während der kein
signifikanter Verbrauch des Alterungsschutzmittels zu beobachten ist.
4Es wird angenommen, dass die Anbindung von Alkylradikalen an Doppelbindungen (Reaktion (4.63)) und
die bimolekularen Terminierungen (Reaktionen (4.67), (4.68) und (4.69)) keinen nennenswerten Beitrag zur
Neuvernetzung liefern.
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unter anderen Annahmen hergeleitet und erfolgreich zur Vorhersage von Sauerstoffverbrauch
und DLO-Profilen verwendet (Wise u. a. (1995); Nasdala (2005); Richaud u. a. (2006); Baldwin
u. Bauer (2008)).
Eine deutliche Änderung der Initiierungsrate kann auftreten, wenn sich Hydroperoxide im Elas-
tomer akkumulieren und der Term α1uξROOH stetig größer wird. In Wise u. a. (1995) wird je-
doch an verschiedenen Materialien gezeigt, dass die vollständige Degenerierung während der
Induktionszeit, die durch eine konstante Sauerstoffverbrauchs- und somit Initiierungsrate ge-
kennzeichnet ist, stattfindet.
Auch in Celina u. a. (2000) wird die Sauerstoffverbrauchsrate als konstante Funktion der Zeit
gemessen. Die Konzentrationen von Hydroxyl und Carbonyl können durch eine lineare Funktion
in der Zeit approximiert werden. Da die Raten des Hydroxyl- und Carbonylaufbaus proportio-
nal zur Konzentration des Hydroperoxids sind (siehe Reaktionen (4.64) und (4.66)), scheint die
Annahme einer nahezu konstanten Initiierungsrate gerechtfertigt zu sein. Es existieren jedoch
auch experimentelle Ergebnisse, bei denen selbstbeschleunigte Effekte sichtbar sind (z.B. in
Kalfayan u. a. (1974) im Fall eines SBR). In diesem Fall muss die Akkumulation des Hydroper-
oxids durch Beachtung der Differentialgleichung (4.152) berechnet werden. Die z.B. in Nasdala
(2005) verwendete quasi-stationäre Approximation für die Konzentration des Hydroperoxids ist
jedoch im Allgemeinen nicht gerechtfertigt, da die Reaktionsgeschwindigkeiten der Abbruch-
reaktionen zu klein sind und der quasi-stationäre Zustand unter realen Bedingungen zumeist
nicht erreicht wird.
Auswirkungen der Oxidation sind neben Versteifungsprozessen auch Relaxationen durch Spal-
tungen von Vernetzungsstellen. In Ono u. a. (1977) werden Relaxationsexperimente an unter-
schiedlich großen Probekörpern durchgeführt. Es kann beobachtet werden, dass die Relaxa-
tion umso langsamer vonstatten geht, je größer die Abmessungen des Probekörpers gewählt
werden. Die Autoren können das beobachtete Verhalten quantitativ sehr genau mit Hilfe ei-
nes Diffusions-/Reaktionsmodells abbilden. Ein ähnliches Experiment wird in Murakami u. a.
(1983) vorgestellt. Dort werden Relaxationsexperimente unter verschiedenen Sauerstoffpartial-
drücken durchgeführt. Bei niedrigen Drücken (und damit niedrigen Sauerstoffkonzentrationen
innerhalb des Probekörpers) ist eine deutlich langsamere Relaxation zu beobachten. Diese aus-
geprägte Abhängigkeit der Relaxationsgeschwindigkeit von der Sauerstoffkonzentration ist ein
Indikator dafür, dass der primäre Mechanismus der Relaxation die Spaltung von Schwefel-
brücken durch Peroxiradikale ist. Der zugehörige chemische Mechanismus wird in Colclough
u. a. (1968) vorgestellt. Eine Schwefelbrückenspaltung durch das Hydroperoxid kann hingegen
somit als sekundärer Prozess betrachtet werden. Ein ebenfalls nebensächlicher Anteil an der
Relaxation wird durch den β-Zerfall der Hauptkette entstehen. Auf diesen Umstand weisen bei-
spielsweise auch die Ergebnisse in Reincke u. a. (2015) hin. Dort wird experimentell bestätigt,
dass keine Abnahme der molaren Masse der Polymerketten infolge der Alterung festzustel-
len ist. Vielmehr weist ein zunehmender Anteil an extrahierbaren Ketten darauf hin, dass die
Netzwerkstruktur der Schwefelbrücken zerstört wird. Auch die Tatsache, dass schwefelvernetz-
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te Elastomere bedeutend schneller relaxieren als die peroxidisch vernetzten, deutet auf einen
Angriff des Schwefelnetzwerks als Hauptursache für die Relaxation hin.
Über die bereits genannten Herleitungen und Vereinfachungshypothesen hinaus wird angenom-
men, dass eine Selbstbeschleunigung durch Akkumulation des Hydroperoxids vernachlässigt
werden kann und die Abnahme der Konzentration des Alterungsschutzmittels nicht zu groß ist,
d.h.
ξROOH ≈ const., ξAH ≈ 1 . (4.157)
Die Sauerstoffverbrauchsrate wird dann nach Gleichung (4.156) mit einer rationalen Funktion
der Sauerstoffkonzentration beschrieben:
−ξ′O2 = ξR•ξO2 =
β1ξO2
1 + β2ξO2
, (4.158)
mit
β1 :=
αi + 2α1uξROOH
αT1
und β2 :=
2αAξAH + αT2
(ξR-H + αDξR=R + 2αAξAH + αT2)αT1
. (4.159)
Im Fall, dass β2ξO2 << 1, kann der folgende lineare Zusammenhang zwischen der Sauerstoff-
verbrauchsrate und der Sauerstoffkonzentration verwendet werden:
−ξ′O2 = ξR•ξO2 = β1ξO2 . (4.160)
Die Ableitung nach der physikalischen Zeit t kann mit Division durch die charakteristische Zeit
Tˆ erhalten werden:
−ξ˙O2 =
1
Tˆ
ξR•ξO2 =
k¯1ξO2
1 + β2ξO2
, mit k¯1 =
β1
Tˆ
. (4.161)
Nach Gleichung (4.154) ist die Konzentration der Peroxiradikale proportional zur Sauerstoff-
verbrauchsrate:
ξROO• = β3ξR•ξO2 = β3
β1ξO2
1 + β2ξO2
, (4.162)
mit
β3 :=
αO2
ξR-H + αDξR=R + 2αAξAH + αT2
. (4.163)
Mit Gleichung (4.155) kann die Rate der Neuvernetzungen dann wie folgt angegeben werden:
ξ′X = α3d3ξR=RξROO• = βXξR•ξO2 , mit βX := α3d3ξR=Rβ3 . (4.164)
Auch die Rate der Spaltung von Vernetzungsstellen ξSc wird proportional zur Peroxiradikal-
konzentration und damit zur Sauerstoffverbrauchsrate angenommen:5
ξ′Sc = αScξROO• = βScξR•ξO2 . (4.165)
5Diese Annahme impliziert, dass die Schwefelbrückenspaltung eine Reaktion pseudo-erster Ordnung ist, d.h.
eine Abnahme der Konzentration spaltbarer Schwefelbrücken kann in guter Näherung vernachlässigt werden.
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Die Reaktionsgeschwindigkeiten β1, β2, β3, βX und βSc hängen im Allgemeinen von der Tempe-
ratur ab. Die Temperaturabhängigkeit von β2 ergibt sich beispielsweise nach Gleichung (4.159)
als komplexe Funktion aus den Arrhenius-Gesetzen von αA, αD, αT1 und αT2.
Im Fall, dass über den betrachteten Temperaturbereich einzelne Reaktionen vorherrschend sind,
kann die Temperaturabhängigkeit der Reaktionsparameter βi mit einem Arrhenius-Gesetz
approximiert werden. Werden große Temperaturbereiche betrachtet, muss dies nicht immer der
Fall sein. Stattdessen ergeben sich scheinbar Reaktionsgesetze, die keinem Arrhenius-Gesetz
folgen (“non-Arrhenius-behavior”, Achimsky u. a. (1997a); Gillen u. a. (2005a); Celina u. a.
(2005)). Dies kann am Beispiel des Parameters β2 damit erklärt werden, dass bei hohen Tem-
peraturen das Alterungsschutzmittel den Verbrauch der Peroxiradikale bestimmt. Bei einigen
Stoffen nimmt mit abnehmender Temperatur jedoch die Effizienz des Alterungsschutzmittels
ab (Celina u. a. (2006)), so dass bei Raumtemperatur die Wasserstoffabspaltung die bestim-
mende Verbrauchsreaktion ist. In diesem Fall zeigt dann β2 “nicht-Arrhenius-Verhalten”,
wenngleich die Teilreaktionen (Alterungsschutzmittelverbrauch und Wasserstoffabspaltung) ei-
ne Temperaturabhängigkeit nach dem Arrhenius-Gesetz haben. Ein vom Arrhenius-Gesetz
abweichendes Verhalten deutet demnach zumeist auf eine zu wenig detaillierte Modellierung
des Reaktionsmechanismus hin.
Die im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Zusammenhänge können wie folgt zusammen-
gefasst werden: Die Rate der Spaltung von Vernetzungsstellen und der Neuvernetzung sind pro-
portional zur Peroxiradikalkonzentration. Die Konzentration der Peroxiradikale ist proportional
zur Sauerstoffverbrauchsrate, die wiederum über eine rationale Funktion von der Sauerstoff-
konzentration abhängt. Um in einem Bauteil lokal auf die Änderung der Materialeigenschaften
schließen zu können, muss damit nur die lokale Sauerstoffkonzentration berechnet werden, wor-
aus auf die Sauerstoffverbrauchsrate und durch Integration über der Zeit auf die Änderung der
Materialeigenschaften geschlossen werden kann.
4.1.5 Stofftransport
Voraussetzung für das Ablaufen der Oxidationsreaktionen ist das Vorhandensein von Sauerstoff.
Der im Elastomer gelöste Sauerstoff reicht jedoch nicht aus, um eine signifikante Änderung
der Materialeigenschaften zu bewirken. Aus diesem Grund wird der Hauptteil der oxidativen
Alterung von Sauerstoff aus der Umgebung bewirkt, der in das Elastomer hinein diffundiert. Es
ist daher von grundlegender Bedeutung, diesen Stofftransport zu beachten und mathematisch
zu beschreiben.
Die Änderung der Konzentration c eines Stoffes (z.B. Sauerstoff) innerhalb eines Volumens Ω
mit Rand ∂Ω ergibt sich aus dem Stofffluss f über die Oberfläche sowie eines Anteils rk, der die
Bildung und den Verbrauch des Stoffs durch Reaktionen abbildet (z.B. der Sauerstoffverbrauch
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nach Gleichung (4.158)):6 ∫
Ω
.
cdV = −
∫
∂Ω
fdA+
∫
Ω
rkdV . (4.166)
Das negative Vorzeichen vor dem Stoffflussterm bedeutet, dass ein positiver Fluss zu einer
Abnahme der Konzentration führt.
Der Stofffluss f kann aus dem Normalenvektor der Oberfläche n und dem Stoffflussvektor f
wie folgt berechnet werden (siehe z.B. Haupt (1999)):
f = n · f . (4.167)
Der Integralsatz von Gauss liefert folgende Äquivalenz:∫
∂Ω
n · f dA =
∫
Ω
∇ · f dV . (4.168)
Wird dieser Zusammenhang in Gleichung (4.166) eingesetzt, ergibt sich∫
Ω
.
cdV +
∫
Ω
∇ · fdV −
∫
Ω
rkdV = 0 . (4.169)
Dies muss auch für beliebige Teilvolumina gelten, wodurch folgende lokale Form abgeleitet
werden kann:
.
c +∇ · f − rk = 0 . (4.170)
Um mit Hilfe dieser Gleichung eine Konzentrationsverteilung berechnen zu können, muss eine
geeignete Form für den Stoffflussvektor definiert werden. Für kleine Partikel ist das Gesetz von
Fick (Fick (1855)) zulässig, das besagt, dass der Stofffluss proportional zu dem Konzentrati-
onsgradienten ist:
f = −D∇c . (4.171)
Der Parameter D wird als Diffusionskoeffizient bezeichnet. Dessen Temperaturabhängigkeit
folgt in guter Näherung einem Arrhenius-Gesetz, d.h.
D (T ) = D0 exp
[
− Ea
RT
]
. (4.172)
Eine physikalische Erklärung für diesen Zusammenhang wird in van Amerongen (1964) gegeben.
Einsetzen des Stoffflussvektors (4.171) in die Diffusionsgleichung (4.170) führt auf
.
c −∇ ·D∇c− rk = 0 . (4.173)
Die Randbedingungen können analog zu denen des Wärmeleitproblems gewählt werden. Auf
einem Teil ∂Ωc des Randes ∂Ω kann eine feste Konzentration aufgebracht werden, die bei
vielen Stoffen nach dem Gesetz von Henry (Henry (1803)) proportional zu dem Partialdruck
des Stoffes in der Umgebung ist (Atkins u. de Paula (2010)):
c = S · p für x ∈ ∂Ωc ⊂ ∂Ω . (4.174)
6Der Reaktionsterm rk sei negativ, wenn der Stoff verbraucht wird und positiv, wenn der Stoff gebildet wird.
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Der Proportionalitätsfaktor ist die sogenannte Löslichkeit S. Alternativ kann auf Teilen des
Randes der Stofffluss festgelegt werden, beispielsweise verschwindet dieser für isolierte Bereiche.
Eine andere Flussbedingung wird analog zu einer Konvektionsrandbedingung bei thermischen
Problemen definiert. Der Stofffluss durch die Oberfläche ∂Ωf des Körpers ist proportional zu
dem Konzentrationsunterschied zwischen diesem Teilrand und der Umgebung:
n · f = % (cu − c) für x ∈ ∂Ωf ⊂ ∂Ω (4.175)
Für große Werte von % ist diese Randbedingung äquivalent zu der Henry-Randbedingung, da
ein Unterschied zwischen der Konzentration im Umgebungsmedium und der Konzentration am
Rand ∂Ωf der Struktur zu einem großen Fluss führt, der den Unterschied zwischen Umgebungs-
und Randkonzentration minimiert. Da keine Werte für den Parameter % vorliegen, wird im Rah-
men dieser Arbeit die Randbedingung von Henry verwendet.
Neben dem Sauerstoff können auch andere Verbindungen diffundieren und damit zu Alterungs-
prozessen beitragen bzw. diese beeinflussen. Beispielsweise werden die Eigenschaften des Werk-
stoffes oftmals durch Beimischen von Weichmachern gezielt beeinflusst. Diese können aus dem
Elastomer entweichen, was zu einer Veränderung des Materialverhaltens führt. Die Experimente
in Rosca u. a. (2006) deuten darauf hin, dass der Stofftransport dieser oftmals vergleichsweise
großen Moleküle nicht mit dem Gesetz von Fick beschrieben werden kann. Zur Simulation
dieses Stofftransports müssen erweiterte Diffusionsgesetze verwendet werden, die anormale Dif-
fusionseffekte beschreiben können (Alfrey u. a. (1966)). Der Transport solcher Stoffe wird im
Rahmen dieser Arbeit nicht beachtet.
Auch die Zusammenhänge zwischen Stoff- und Wärmetransportprozessen, wie sie in Johlitz u.
Lion (2012) durch eine erweiterte thermodynamische Betrachtung hergeleitet wird, finden im
Rahmen dieser Arbeit keine Beachtung.
4.1.6 Oxidative Alterung als stationärer Prozess
Die Lösung der partiellen Differentialgleichung (4.173) hängt im Allgemeinen von der Zeit ab.
Im Folgenden wird gezeigt, dass die instationären Anteile der Lösung jedoch keinen Einfluss
auf die oxidative Alterung haben. Zunächst sei eine Reaktion erster Ordnung gegeben, d.h.
rk = −kc. Die Lösung des Diffusionsproblems kann additiv in einen stationären Anteil cs und
einen instationären Anteil ci zerlegt werden. Der stationäre Anteil ist die Lösung des folgenden
Randwertproblems:
−∇·D∇cs+kcs = 0, n ·f s = 0 für x ∈ ∂Ωf ⊂ ∂Ω, cs = S ·p für x ∈ ∂Ωc ⊂ ∂Ω . (4.176)
Wird die stationäre Differentialgleichung (4.176) von der Diffusionsgleichung (4.173) abgezogen,
kann die Differentialgleichung für die instationäre Lösung gefunden werden:
ci = c− cs ⇒ .ci −∇ ·D∇ci + kci = 0,
n · f i = 0 für x ∈ ∂Ωf ⊂ ∂Ω, ci = 0 für x ∈ ∂Ωc ⊂ ∂Ω . (4.177)
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Da das transiente und das stationäre Diffusionsproblem ((4.173) und (4.176)) die gleiche Hen-
ry-Randbedingung besitzen, muss für die instationäre Lösung an diesem Rand ci verschwinden.
Das Randwertproblem, das den instationären Anteil der Lösung bestimmt, entspricht aufgrund
dieser Nullrandbedingung dem Problem der Alterung unter sauerstofffreier Umgebung.
Ausschlaggebend für die Veränderung des Materialverhaltens ist die Menge des verbrauchten
Sauerstoffs. Diese ergibt sich aufgrund der additiven Zerlegung der Konzentration zu
−
∫
rkdτ =
∫
k (cs + ci) dτ =
∫
kcsdτ +
∫
kcidτ . (4.178)
Die Menge des reagierten Sauerstoffs kann folglich analog zu der Konzentration additiv in einen
stationären und einen instationären Anteil zerlegt werden.
Das Verhalten der instationären Lösung (4.177) kann als Alterungsproblem ohne Sauerstoff
interpretiert werden. Die Konzentration des Sauerstoffs im Elastomer nimmt in diesem Fall mit
zunehmender Zeit ab, da zum einen durch Reaktionen Sauerstoff konsumiert wird und zum
anderen Sauerstoff aus der Struktur hinaus diffundiert. Für große Zeiträume geht die Lösung
des instationären Problems gegen ci (x) = 0 ∀x, da kein Zufluss über die Oberfläche stattfindet.
Prinzipiell ist es denkbar, dass der reagierende Sauerstoff des instationäre Anteils einen nicht zu
vernachlässigenden Einfluss auf das Materialverhalten hat. Unter Sauerstoffausschluss werden
jedoch innerhalb der Zeiten, die für die Sauerstoffalterung charakteristisch sind, keine merkli-
chen Änderungen festgestellt. Die Alterungsvorgänge unter sauerstofffreier Umgebung werden
hingegen einem Umbau von poly- in di- und monosulfidische Brücken zugeschrieben. Der Anteil
der instationären Lösung an der Veränderung des Materialverhaltens kann somit vernachlässigt
werden, nur der stationäre Anteil des Sauerstoffdiffusions- und -reaktionsproblems spielt eine
Rolle für die oxidative Alterung. Diese Erkenntnis ist konsistent mit den Messungen in Wise
u. a. (1995) und Celina u. a. (2000). In diesen Arbeiten wurden Sauerstoffverbräuche gemessen,
die ein Vielfaches der Löslichkeit betragen, bevor maßgebliche Änderungen im Materialverhal-
ten zu beobachten waren.
Auch im Fall einer nichtlinearen Reaktion ist ausschließlich der stationäre Anteil der Lösung
interessant. Es sei ein Reaktionsterm der Form (4.158) gegeben:
rk = − kc1 + βc . (4.179)
Es wird erneut eine additive Zerlegung der Konzentration in einen stationären und einen in-
stationären Anteil angenommen, bei der der stationäre Anteil cs die Lösung des folgenden
Randwertproblems ist:
−∇ ·D∇cs + kcs1 + βcs = 0, n · f s = 0 für x ∈ ∂Ωf ⊂ ∂Ω, cs = S · p für x ∈ ∂Ωc ⊂ ∂Ω .
(4.180)
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Die instationäre Lösung ergibt sich aus der Lösung des folgenden Randwertproblems:
ci = c− cs ⇒ .ci −∇ ·D∇ci + k(1 + βcs)2
ci
1 + β1+βcs ci
= 0,
n · f i = 0 für x ∈ ∂Ωf ⊂ ∂Ω, ci = 0 für x ∈ ∂Ωc ⊂ ∂Ω . (4.181)
Erneut ähnelt das Anfangs- und Randwertproblem einer Alterung unter Sauerstoffausschluss.
In diesem Fall ist der Reaktionsterm jedoch kleiner, da leicht gezeigt werden kann, dass
k
(1 + βcs)2
ci
1 + β1+βcs ci
≤ kci1 + βci . (4.182)
Im Fall dieser nichtlinearen Reaktionskinetik ist somit der Reaktionsanteil noch kleiner als bei
sauerstofffreier Alterung, die instationäre Lösung ist somit noch weniger entscheidend für das
Alterungsverhalten.
Es existieren jedoch auch Zeitabhängigkeiten anderer Art. Die Reaktionskinetik kann beispiels-
weise von dem Vorhandensein eines anderen Stoffs abhängen (z.B. Alterungsschutzmittel), d.h.
der Reaktionsterm ist eine zeitabhängige Funktion. Alternativ kann auch das Diffusionsverhal-
ten von der Zeit abhängen, z.B. durch eine Abnahme der Diffusionsfähigkeit aufgrund einer
Erhöhung der Vernetzungsdichte. Da solche Veränderungen sehr langsam vonstatten gehen,
kann angenommen werden, dass nur die quasi-stationäre Lösung interessiert:
−∇·D (t)∇cs−r (t, cs) = 0, n·f s = 0 für x ∈ ∂Ωf ⊂ ∂Ω, cs = S ·p (t) für x ∈ ∂Ωc ⊂ ∂Ω .
(4.183)
Vereinzelt wird die Annahme getroffen, dass eine Verringerung des Diffusionskoeffizienten den
DLO-Effekt bewirkt (z.B. Dal u. Kaliske (2009)). Eine Änderung des Diffusionskoeffizienten
mit zunehmendem Alter ist zwar messbar (vgl. Abbildung 4.3 oder auch Steinke u. a. (2011)),
jedoch ist der Einfluss auf die entstehenden Sauerstoffkonzentrationsprofile nur bei sehr starken
Änderungen relevant (Wise u. Gillen (1997)). Die zeitliche Änderung des Gebietes durch eine
Abbildung 4.3: Abhängigkeit des Diffusionskoeffizienten von der Alterungszeit in Luft bei 80◦C
(Experiment: FTI). Das Material ist ein ungefüllter Naturkautschuk. Offen-
sichtlich ist keine relevante Abhängigkeit von der Alterung zu erkennen.
Deformation kann ebenfalls zu Zeitabhängigkeiten führen. In Abschnitt 6.1 wird gezeigt, dass
die Lösung auch in diesem Fall quasi-stationär behandelt werden kann.
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4.2 Bestehende Modelle des mechanischen
Materialverhaltens
Im folgenden Abschnitt werden Modelle vorgestellt, die in der Literatur zur Abbildung des
mechanischen Verhaltens bei Alterungsprozessen verwendet werden. Anhand eines einfachen
Federmodells werden das prinzipielle Verhalten und mögliche Nachteile der Modelle demons-
triert.
4.2.1 Das Modell von Andrews und Tobolsky
Das erste mathematische Modell, das die Änderung der mechanischen Eigenschaften aufgrund
der Alterung realitätsnah abbilden konnte, war das sogenannte Zwei-Netzwerk-Modell von An-
drews u. a. (1946). In dieser Arbeit wurden Experimente betrachtet, in denen ein Material unter
einer konstanten Deformation gealtert wird. Die Relaxation der Spannung wird so interpretiert,
dass die gespannten Ketten des Polymernetzwerks bzw. die Brücken zwischen diesen durch che-
mische Prozesse aufgetrennt werden. Die Tatsache, dass sich die Steifigkeit des Materials nicht
in gleichem Maß verringert, wird durch ein Einfügen von neuen Bindungen erklärt. Diese neuen
Vernetzungsstellen werden spannungsfrei eingefügt, so dass sie keinen Beitrag zu der Spannung
in dem aktuell deformierten Zustand liefern.
Das zugehörige mathematische Modell basiert auf der Annahme, dass durch Ketten- und Ver-
netzungsstellenspaltung ein primär existierendes Polymernetzwerk degeneriert. Parallel dazu
wird in der aktuell deformierten Lage ein sekundäres Netzwerk spannungsfrei aufgebaut. Die
Wirkung dieses sekundären Netzwerks kann im Relaxationsexperiment nicht festgestellt wer-
den, erst bei einer weiteren Belastung nach erfolgter Alterung tritt diese zusätzliche Steifigkeit
in Erscheinung. Die Gesamtspannung im Material ergibt sich als die Summe aus dem primären
und dem sekundären Netzwerk. Im Rahmen eines einfachen Federmodells kann dieses Modell
wie folgt beschrieben werden: Zu Beginn wird das Verhalten durch das ungealterte primäre
Netzwerk bestimmt, die hier durch eine Feder mit einer Anfangssteifigkeit g0 abgebildet wird.
Im Lauf der Alterung nimmt diese Steifigkeit infolge von chemischen Relaxationsprozessen ab.
In der deformierten Lage (das System wird während der Alterung auf die Länge la gestreckt)
wird spannungsfrei eine Feder eingefügt, die eine zusätzliche Steifigkeit ga einbringt. Die Ge-
samtkraft nach erfolgter Alterung ergibt sich somit während kurzer, nicht alterungsrelevanter
Zeiten t zu
F (t) = g0ν (ta) (l (t)− l0) + ga (ta) (l (t)− la) . (4.184)
Die Funktion ν (ta) beschreibt die Relaxation des primär existierenden Netzwerks.
Die Gesamtkraft des Federsystems kann somit als Summe des Anteils des primären Netzwerks
und des Anteils des sekundären Netzwerks betrachtet werden:
F = Fp + Fs mit Fp = g0ν (t) (l (t)− l0) , Fs = ga (ta) (l (t)− la) . (4.185)
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Die Interpretation von Alterungsexperimenten basiert häufig auf dieser Zwei-Netzwerk-Theorie
(z.B. Scanlan u. Watson (1958); Azura u. Thomas (2006)).
Das Zwei-Netzwerk-Modell wurde offensichtlich für zweistufige Belastungen konzipiert, bei de-
nen die Alterung in einem Zustand konstanter Belastung stattfindet und nach Entlastung das
Verhalten für im Vergleich zur Alterungszeit kurze Zeitdauern beschrieben wird. Diese Modell-
vorstellung kann somit erfolgreich zur Simulation von Bauteilen eingesetzt werden, die eben
diesen Belastungen während ihres Einsatzes unterliegen. Beispielsweise verwenden Gillen u. a.
(2005b), Achenbach (2000) und Duarte u. Achenbach (2007) diese Modellvorstellung, um die
Alterung von Dichtringen zu simulieren.
4.2.2 Diskrete Netzwerk Modelle
Um auch komplexere Prozesse abbilden zu können, wurde das Modell vielfach erweitert. In
Budzien u. a. (2008) können auch mehrstufige Prozesse simuliert werden. Die Gesamtspannung
ergibt sich dort als Summe von Spannungen verschiedener Netzwerke, die sich zu unterschied-
lichen diskreten Dehnungsstufen während der Alterung gebildet haben. Anhand des einfachen
Federsystems kann das so interpretiert werden, dass sich das Verhalten aus der Summe des
Anteils des primären Netzwerks und verschiedener sekundärer Netzwerke ergibt, die sich bei
unterschiedlichen Längen lai während des Alterungsprozesses spannungsfrei ausgebildet haben:
F = Fp +
∑
Fsi mit Fp = g0ν (t) (l (t)− l0) , Fsi = gai (tai) (l (t)− lai) . (4.186)
In Septanika u. Ernst (1998a) und Septanika u. Ernst (1998b) wird ebenfalls ein Modell her-
geleitet, bei dem die Gesamtspannung als eine Summe verschiedener Einzelspannungen aus
separaten Netzwerken modelliert wird, die sich in einer jeweils diskreten verformten Lage ein-
stellen. Im Gegensatz zu Budzien u. a. (2008) kann die Steifigkeit aller gebildeten Netzwerke
als Folge von Kettenspaltungsreaktionen auch abnehmen, d.h. eine chemische Relaxation der
sekundären Netzwerke wird beachtet.
4.2.3 Das Modell von Rajagopal und Wineman
Die diskreten Netzwerk-Modelle haben den Nachteil, dass beliebige Lasten, die nicht aus endlich
vielen zeitlich konstanten Einzeldeformationen bestehen, nicht beachtet werden können. Ein all-
gemeinerer Zugang wird von Rajagopal u. Wineman (1992) vorgeschlagen. Nach deren Modell
ergibt sich die Gesamtspannung analog zu Andrews u. a. (1946) als Summe einer Spannung
eines primären und eines sekundären Netzwerks. Die Spannung des sekundären Netzwerks wird
als Funktional der Deformationsgeschichte definiert und ist somit nicht mehr auf zwei- oder
mehrstufige Prozesse beschränkt.
Im Rahmen des einfachen Federsystems ergibt sich folgende Interpretation. Zu einem Zeit-
punkt tˆ, bei dem das System die Länge l
(
tˆ
)
besitzt, wird eine Feder mit Steifigkeit dga
(
tˆ
)
spannungsfrei in der deformierten Lage eingebracht. Diese eingefügte Feder bewirkt für folgen-
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de Belastungen einen Kraftanteil dFs:
dFs
(
tˆ, t
)
= dga
(
tˆ
) [
l (t)− l
(
tˆ
)]
. (4.187)
Dieser Kraftanteil hängt somit von dem Zeitpunkt tˆ ab, in dem die Feder eingefügt wurde,
sowie dem Zeitpunkt t der bestimmt, um welchen Betrag die Feder aktuell gedehnt ist. Die
Division durch ein Zeitinkrement dtˆ und Integration führt mit g′a
(
tˆ
)
= dgadtˆ auf
Fs =
t∫
0
g′a
(
tˆ
) [
l (t)− l
(
tˆ
)]
dtˆ . (4.188)
Das Verhalten wird erneut durch die Summe aus dem Beitrag des primären und des sekundären
Netzwerks bestimmt:
F = Fp + Fs mit Fp = g0ν (t) (l (t)− l0) , Fs =
t∫
0
g′a
(
tˆ
) [
l (t)− l
(
tˆ
)]
dtˆ . (4.189)
Dieses mathematische Modell kann auch auf ein Federsystem angewandt werden, dessen Fe-
dern eine nichtlineare Kennlinie besitzen. Ist die Federkraft eine nichtlineare Funktion (als
Beispiel wird hier eine kubische Funktion betrachtet) der Verlängerung, ergeben sich während
infinitesimaler Zeiten folgende Beiträge dFs des sekundären Netzwerks:
dFs
(
tˆ, t
)
= dga
(
tˆ
) [
l (t)− l
(
tˆ
)]3
. (4.190)
Die Integration führt auf
Fs =
t∫
0
g′a
(
tˆ
) [
l (t)− l
(
tˆ
)]3
dtˆ . (4.191)
Ein großer Nachteil dieser nichtlinearen Erweiterung wird bereits anhand des einfachen Feder-
systems deutlich. Um das Materialverhalten zum aktuellen Zeitpunkt t bestimmen zu können,
muss die Integration nach Gleichung (4.191) durchgeführt werden. Dazu wird jedoch im All-
gemeinen die gesamte Geschichte des Deformationsverlaufs benötigt, da der Integrand durch
die Länge des Systems zu den Zeitpunkten tˆ und t bestimmt wird und diese im allgemeinen
Fall nicht separiert werden können. Bei dem verwendeten kubischen Beispiel ist eine solche
Aufspaltung noch wie folgt möglich:
Fs =
t∫
0
g′a
(
tˆ
) [
l (t)− l
(
tˆ
)]3
dtˆ =
t∫
0
g′a
(
tˆ
) [
l (t)3 − 3l (t)2 l
(
tˆ
)
+ 3l (t) l
(
tˆ
)2 − l (tˆ)3] dtˆ
= ga (t) l (t)3 − 3l (t)2
t∫
0
g′a
(
tˆ
)
l
(
tˆ
)
dtˆ+ 3l (t)
t∫
0
g′a
(
tˆ
)
l
(
tˆ
)2
dtˆ−
t∫
0
g′a
(
tˆ
)
l
(
tˆ
)3
dtˆ .
(4.192)
Ist der zeitliche Ablauf der Erhöhung der Steifigkeit (d.h. die Funktion ga (t)) bekannt, kann
durch Berechnung der Größen
q1 :=
t∫
0
g′a
(
tˆ
)
l
(
tˆ
)
dtˆ, q2 :=
t∫
0
g′a
(
tˆ
)
l
(
tˆ
)2
dtˆ, q3 :=
t∫
0
g′a
(
tˆ
)
l
(
tˆ
)3
dtˆ (4.193)
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das Verhalten des Modells für den Zeitpunkt t berechnet werden:
Fs = ga (t) l (t)3 − 3l (t)2 q1 + 3l (t) q2 − q3 . (4.194)
In den Variablen qi wird der Ablauf der Deformationsgeschichte und der chemischen Prozes-
se beachtet. Für kurze Zeitdauern, in denen eine Veränderung der Steifigkeit ga und damit
der Variablen qi vernachlässigbar ist, kann durch Auswertung von Gleichung (4.194) die Ma-
terialantwort berechnet werden. Werden jedoch nicht-polynomiale Federkennlinien verwendet,
kann eine solche Aufspaltung im Allgemeinen nicht erfolgen. In einer kontinuumsmechanischen
Umsetzung ist dieser Zugang ebenfalls auf bestimmte polynomiale Ansätze beschränkt. Der
numerische Aufwand ist dann jedoch sehr groß, die kontinuumsmechanischen Äquivalente der
Größen q1, q2 und q3 sind Tensoren zweiter, vierter und sechster Stufe, die durch Integration
über die Deformationsgeschichte berechnet werden müssen.
Dieser Zugang erfüllt offensichtlich die Forderung nach Andrews u. a. (1946), dass die versteifen-
den Bindungen spannungsfrei in das System eingebracht werden, da der infinitesimale Anteil
dFs (Gleichung (4.190)) Null ist, wenn l (t) = l
(
tˆ
)
. Dieser Zugang kann somit als kontinu-
ierliche Erweiterung des zweistufigen Ansatzes von Andrews u. a. (1946) interpretiert werden.
Gegen die Verwendung zur Simulation der Alterung industrierelevanter Strukturen steht eine
schlecht beherrschbare Numerik.
Dieses Modell wurde in zahlreichen weiteren Veröffentlichungen angewendet und erweitert (vgl.
Huntley u. a. (1996); Wineman u. a. (2003); Shaw u. a. (2005); Wineman (2005); Zimmermann
u. Wineman (2005); Wineman (2009)). Insbesondere wurde in späteren Veröffentlichungen eine
Relaxation des sekundären Netzwerks beachtet, um mehrstufige Relaxationsexperimente abbil-
den zu können.
4.2.4 Modelle mit Spannungsdifferentialgleichung
Um die Nachteile bei der numerischen Umsetzung zu umgehen, kann eine alternative Formulie-
rung der Spannung des sekundären Netzwerks verwendet werden. Es wird erneut die Gleichung
für das einfache Federsystem betrachtet. Der Kraftanteil der sekundär eingesetzten Federn ist
von der funktionalen Form nach Rajagopal u. Wineman (1992) (Gleichung (4.188)). Differen-
tiation nach der Zeit liefert
.
F s = g˙a (t) [l (t)− l (t)] +
t∫
0
g′a
(
tˆ
) .
l (t) dtˆ = ga (t)
.
l (t) . (4.195)
Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, deren Integration (ausgehend von der An-
fangsbedingung Fs (0) = 0) die Kraft Fs des sekundären Netzwerks liefert. Für das lineare
Federmodell ist diese Ratengleichung offensichtlich äquivalent zu der funktionalen Formulie-
rung (4.188). Dieser Zugang wird in Steinke u. a. (2011) und Lion u. Johlitz (2012) im Rahmen
einer kontinuumsmechanischen Theorie abgeleitet.
Eine alternative Herleitung dieses Modells kann erfolgen, indem die Kennlinie einer Feder mit
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konstanter Steifigkeit nach der Zeit differenziert und mit einer zeitlich veränderlichen Funktion
multipliziert wird:
F (t) = gˆ (l (t)− l0) ⇒ F˙ (t) = gˆl˙
⇒ F˙s (t) := ga (t)
gˆ
F˙ (t) = ga (t) l˙ . (4.196)
Dieser Zugang kann somit in einfacher Weise auf nichtlineare Federkennlinien erweitert wer-
den. Dazu wird die nichtlineare Federkennlinie formal nach der Zeit abgeleitet und mit einer
zeitlich veränderlichen Steifigkeit multipliziert. Anhand einer kubischen Federgleichung wird
dies im Folgenden demonstriert. Die nichtlineare Federkennlinie, die auf die Beachtung von
Alterungseffekten erweitert werden soll, sei von der Form
F = gˆ (l − l0)3 . (4.197)
Differentiation nach der Zeit und Multiplikation mit einer zeitlich veränderlichen Funktion
gˆa (t) /gˆ liefert die folgende Ratengleichung:
.
F s = 3gˆa (t) (l − l0)2
.
l (t) . (4.198)
Auch bei dieser Form wird eine Steifigkeitserhöhung durch das spannungsfreie Einfügen neuer
Verbindungen realisiert, da im Fall einer zeitlich konstanten Deformation (d.h.
.
l = 0)
.
F s = 0
gilt. Somit kann auch dieses Modell als nichtlineare Erweiterung des Modells von Andrews u. a.
(1946) interpretiert werden.
Ähnliche Modelle werden ebenfalls verwendet, um die Aushärtevorgänge bei Polymeren abzubil-
den (Hossain u. a. (2009)). Mit Hilfe dieses Zugangs können auch stark nichtlineare Spannungs-
Dehnungs-Verläufe abgebildet werden (vgl. Johlitz u. a. (2014)). Die numerische Umsetzung ist
für dieses Modell einfach möglich, da die Differentialgleichung (4.198) mit Standardverfahren
integriert werden kann. Ein Nachteil dieses Modells ist, dass die ursprünglich spannungsfreie
Länge l0 das Verhalten für alle Zeiten bestimmt (vgl. Gleichung (4.198)). Bei der kontinu-
umsmechanischen Verallgemeinerung dieses Ansatzes ist das Verhalten während des gesamten
Prozesses stets abhängig von der ursprünglich spannungsfreien Konfiguration. Es ist jedoch zu
erwarten, dass mit zunehmendem Alter diese Konfiguration eine immer weniger wichtige Rolle
spielt. Der unvernetzte Kautschuk besitzt viskoelastische Eigenschaften und damit keine Er-
innerung an eine anfänglich spannungsfreie Konfiguration. Es ist daher zu erwarten, dass die
Polymerketten auch im vernetzten Kautschuk durch die fortschreitende Spaltung von Vernet-
zungsstellen und die Neuvernetzung die ursprünglich spannungsfreie Konfiguration vergessen.
4.2.5 Modelle mit variabler spannungsfreier Konfiguration
Ein weiterer Zugang wird in Naumann u. Ihlemann (2015) hergeleitet, indem eine variable
spannungsfreie Konfiguration eingeführt wird. Im Rahmen des einfachen Federmodells ist dies
eine zeitlich veränderliche spannungsfreie Länge le, wodurch die Gleichung des sekundären
Netzwerks die folgende Form annimmt:
Fs = ga (t) [l (t)− le (t)] . (4.199)
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Die Entwicklung der spannungsfreien Länge le wird so definiert, dass die Annahme von Andrews
u. a. (1946) erfüllt wird und neue Verbindungen spannungsfrei in das System eingebracht wer-
den. Das bedeutet, dass die Zeitableitung von Fs verschwindet, wenn die Deformation konstant
gehalten wird, d.h. wenn
.
l = 0:
.
F s
( .
l = 0
)
= 0 = .ga (t) [l (t)− le (t)]− ga (t)
.
l e (4.200)
⇒
.
l e =
.
ga (t)
ga (t)
[l (t)− le (t)] , le (0) = l0 . (4.201)
Dieses Modell ist äquivalent zu den Zugängen (4.188) und (4.195) und kann somit ebenfalls
als kontinuierliche Erweiterung des zweistufigen Modells von Andrews u. a. (1946) interpretiert
werden. Im Gegensatz zu den bisher verwendeten Zugängen ist jedoch eine nichtlineare Er-
weiterung möglich, die numerisch in einfacher Weise umgesetzt werden kann und bei der die
ursprünglich spannungsfreie Konfiguration vergessen wird.
Als Beispiel soll erneut eine kubische Federkennlinie nach Gleichung (4.197) auf Versteifungs-
effekte erweitert werden. Dazu wird die Forderung (4.200) gestellt, die ein spannungsfreies
Einsetzen neuer Verbindungen garantiert:
.
F s
( .
l = 0
)
= 0 = .ga (t) [l (t)− le (t)]3 − 3ga (t) [l (t)− le (t)]2
.
l e (4.202)
⇒
.
l e =
.
ga (t)
3ga (t)
[l (t)− le (t)] , le (0) = l0 . (4.203)
Die Entwicklung der spannungsfreien Länge le wird auch bei der nichtlinearen Erweiterung
durch eine lineare Differentialgleichung beschrieben. Im nächsten Abschnitt wird gezeigt, dass
auch im Rahmen einer kontinuumsmechanischen Umsetzung die Lage der spannungsfreien Kon-
figuration durch die Lösung einer linearen Differentialgleichung berechnet werden kann. Damit
ist eine numerische Umsetzung zur Simulation von Alterungsvorgängen sehr einfach möglich.
Zudem wird die anfänglich spannungsfreie Konfiguration (bei dem einfachen Federmodell die
Länge l0) mit zunehmender Versteifung vergessen.
4.3 Das Dynamische-Netzwerk-Modell
Die Modellierung des mechanischen Materialverhaltens über der Alterungszeit mit Hilfe diskre-
ter Netzwerke erscheint künstlich. Insbesondere für den Fall, dass den Netzwerken vollkommen
verschiedene Eigenschaften zugeteilt werden, ergeben sich Vorhersagen, die experimentellen Er-
kenntnissen widersprechen. Als Beispiel wird ein mehrstufiges Relaxationsexperiment betrach-
tet. Nach Aufbringen einer Dehnung innerhalb einer kurzen Zeit wird diese Deformation auf-
recht erhalten, bis die Kraft signifikant abgenommen hat (z.B. auf 10% des anfänglichen Wertes
abgefallen ist). Danach wird eine zweite Relaxationsstufe aufgebracht, indem die Dehnung um
einen bestimmten Betrag erhöht wird. Die Theorien, bei denen eine Relaxation ausschließlich
durch eine Degenerierung eines primären Netzwerks erfolgen kann, sagen nach dem zweiten
Dehnungsschritt nur noch geringfügige Relaxationsvorgänge vorher, da innerhalb der ersten
Relaxationsstufe beinahe das gesamte primäre Netzwerk verbraucht wurde. Dieses Verhalten
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zeigt sich unabhängig davon, ob im Material noch Vernetzungsstellen gespalten werden oder
nicht. Experimentelle Analysen in Septanika u. Ernst (1998b) oder Wineman u. a. (2003) zeigen
jedoch, dass eine Relaxation unabhängig davon stattfindet, wie viele Relaxationsvorgänge das
Material im Vorfeld erfahren hat (siehe Abbildung 4.4). Analog dazu sagen diskrete Netzwerk-
Abbildung 4.4: Mehrstufiger Relaxationstest aus Septanika u. Ernst (1998b).
Theorien ein mit zunehmendem Alter verlangsamtes Kriechen vorher, wenn ausschließlich eine
Degenerierung des primären Netzwerks angenommen wird. Im Gegensatz dazu zeigen die Krie-
chexperimente in Wineman u. a. (2003) und Septanika u. Ernst (1998b) eine konstante bzw.
eine aufgrund von geometrischen Nichtlinearitäten zunehmende Kriechgeschwindigkeit.
Die Experimente zeigen, dass das Verhalten alternder Gummiwerkstoffe für lange Zeiten un-
abhängig von vorangegangenen Alterungsprozessen ist und somit als eine Umordnung eines
einzelnen Netzwerks angesehen werden kann. Aus diesem Grund wird im Rahmen dieser Ar-
beit ein Modell vorgeschlagen, bei dem ein einzelnes Netzwerk permanenten Aufbauprozessen
durch das Einfügen von oxidativen und den Umbau polysulfidischer Vernetzungsstellen sowie
gleichzeitig stattfindenden Abbauprozessen durch Vernetzungsstellenspaltungen unterliegt. Es
wird folglich nicht mehr zwischen dem jungfräulichen Verhalten eines primär existierenden
Netzwerks und dem Verhalten nach Alterung, das durch ein sekundäres Netzwerk bestimmt
wird, unterschieden.
Prinzipiell kann ein solches Modell aus den im vorangegangenen Kapiteln vorgestellten Model-
len mit funktionaler Formulierung bzw. mit Spannungsdifferentialgleichung konstruiert werden.
Die erwähnten Nachteile würden jedoch bestehen bleiben, d.h. entweder ist eine numerische
Umsetzung nur mit sehr großem Berechnungs- und Speicheraufwand zu erreichen oder die
spannungsfreie Konfiguration des jungfräulichen Materials bestimmt für alle Zeiten das Mate-
rialverhalten. Um diese Nachteile zu umgehen, wird der Zugang der variablen spannungsfreien
Konfiguration verwendet, der in einem kontinuumsmechanischen Rahmen mit einer multiplika-
tiven Zerlegung des Deformationsgradienten motiviert wird.
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Es wird eine Zwischenkonfiguration Kˆ eingeführt, in der das Material nach einem Alterungs-
prozess spannungsfrei ist. Offensichtlich entspricht zu Beginn des Alterungsprozesses Kˆ der
Ausgangskonfiguration K˜. Die Entwicklung von Kˆ wird so konstruiert, dass die Versteifung des
Materials durch das Einfügen bzw. den Umbau von Netzstellen ohne Spannungserhöhung und
nicht dissipativ erfolgt. Dissipativ sei ausschließlich die Erweichung des Materials durch die
Spaltung von Vernetzungsstellen, da die Entlastung von gespannten Ketten dazu führt, dass
die gespeicherte Energie in Wärme umgewandelt (d.h. dissipiert) wird.
Für die mathematische Modellierung wird der Gestaltänderungsanteil des Deformationsgradi-
Abbildung 4.5: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in eine volumetrische und
eine Gestaltänderungsdeformation; Die Gestaltänderungsdeformation wird in
zwei Teildeformationen zerlegt, bei der ausschließlich die zweite Deformation
spannungserzeugend ist.
enten F¯ multiplikativ in zwei Teile zerlegt: eine Deformation mit F 1 aus der isochoren Zwi-
schenkonfiguration K¯ in die spannungsfreie Konfiguration Kˆ und eine Deformation F 2 von der
spannungsfreien Konfiguration in die Momentankonfiguration K:
F¯ = F 2 · F 1 (4.204)
Damit ergibt sich der Gestaltänderungsanteil des rechten Cauchy-Green-Tensors C¯ zu
C¯ = F¯ T · F¯ = F T1 · F T2 · F 2 · F 1 = F T1 · C2 · F 1 (4.205)
und somit der rechte Cauchy-Green-Tensor der zweiten Teildeformation C2 zu
C2 = F T1 · C¯ · F 11 . (4.206)
Da Kˆ die Konfiguration darstellen soll, in der das Material nach Entlastung spannungsfrei ist,
liegt ein Ansatz für die freie Energie in Abhängigkeit von Invarianten des Tensors C2 nahe.
Im Folgenden werden verschiedene Ansätze vorgestellt, die auf eine große Klasse von Model-
len führen, die numerisch sehr effizient behandelt werden können. Trotz der Einfachheit der
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beschreibenden Gleichungen werden wichtige Eigenschaften erhalten: die Modelle sind thermo-
dynamisch konsistent und erfüllen verallgemeinerte Forderungen von Tobolsky. Innerhalb der
Modellanteile, die in den folgenden Abschnitten hergeleitet werden, wird die Temperatur als
Einflussgröße vernachlässigt.
4.3.1 Modellvariante I
Um die prinzipielle Vorgehensweise zu verdeutlichen, wird die Herleitung anhand eines einfachen
Modells vom Neo-Hooke-Typ demonstriert, das durch die folgende freie Energie definiert ist:
ρ˜ψ¯ = C10 ν (t)µ (t)
(
C2 ·· I − 3
)
= C10 ν (t)µ (t)
(
C 11 ·· C¯ − 3
)
. (4.207)
Die Vorfaktoren ν(t) und µ(t) beschreiben die Erweichungs- und die Versteifungsvorgänge.
Diese Materialfunktionen hängen von den ablaufenden Reaktionen und damit allgemein von
der Zeit ab, die konkrete Abhängigkeit von dem Ablauf der chemischen Reaktionen wird in
Abschnitt 4.4 definiert. Im Folgenden wird die Abhängigkeit von der Zeit nicht mehr expli-
zit angegeben. Neben der Erweichungs- und Versteifungsfunktion hängt die freie Energie von
der ersten Hauptinvariante des rechten Cauchy-Green-Tensors C2 ab, die im Folgenden mit
i1:= C2 ·· I = C 11 ·· C¯ abgekürzt wird.
Für eine Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung wird die Zeitableitung der freien
Energie benötigt. Diese kann mit
ρ˜
.
ψ¯ = C10
.
νµ (i1 − 3) + C10ν .µ (i1 − 3) + C10νµC¯ ··
4
C 11 + C10νµC 11 ··
4
C¯ (4.208)
angegeben werden. Einsetzen in die Clausius-Duhem-Ungleichung führt auf
ρ˜D¯ = 12 T˜ ··
4
C¯−ρ˜
.
ψ =
(1
2 T˜ − C10νµC
1
1
)
··
4
C¯−C10 .νµ (i1 − 3)−C10ν
(
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11
)
.
(4.209)
Um eine nicht-negative Dissipation zu gewährleisten, muss der Standardargumentation folgend
der erste Term verschwinden. Wird beachtet, dass T˜ der physikalisch deviatorische Anteil des
zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors ist, muss folgender Zusammenhang gelten:
T˜ = 2C10νµPC ·· C 11 . (4.210)
Hier wurde der Tensor vierter Stufe PC verwendet, der eine physikalische Deviatorisierung
durchführt (vgl. Ihlemann (2003)):
PC := JS − 13C¯
1 ◦ C¯ . (4.211)
Es wird angenommen, dass ausschließlich die Vernetzungsspaltungsprozesse dissipativ sind, d.h.
die Dissipation ist proportional zu .ν:
ρ˜D¯ = −C10 .νµ (i1 − 3) . (4.212)
Im nachfolgenden Abschnitt wird gezeigt, dass diese Dissipation stets nicht-negativ ist.
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In der Clausius-Duhem-Ungleichung verbleibt ein Restterm, der nach Voraussetzung nicht
zur Dissipation beitragen soll und somit verschwinden muss:
C10ν
(
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11
)
= 0 . (4.213)
Eine Entwicklungsgleichung für die spannungsfreie Zwischenkonfiguration kann erhalten wer-
den, indem eine Idee von Tobolsky verwendet wird: Das Einsetzen der neuen Verbindungen,
das durch die Funktion µ abgebildet wird, erfolgt spannungsfrei. Für den Fall, dass keine Spal-
tung von Vernetzungsstellen vorliegt und die Deformation zeitlich konstant ist, ändert sich die
Spannung folglich nicht. Diese Forderung bedeutet demnach mathematisch, dass
4
T˜
(
4
C¯ = 0, .ν = 0
)
= 0 . (4.214)
Einsetzen der Spannung nach Gleichung (4.210) führt auf
4
T˜
(
4
C¯ = 0, .ν = 0
)
= 0 = 2C10νPC ··
(
.
µC 11 + µ
4
C 11
)
. (4.215)
Diese Gleichung ist erfüllt, wenn der Ausdruck innerhalb der Klammer ein Vielfaches des in-
versen rechten Cauchy-Green-Tensors ist:
.
µC 11 + µ
4
C 11 = βC¯ 1 . (4.216)
Der Parameter β kann nun so bestimmt werden, dass der verbleibende Term in der Clausius-
Duhem-Ungleichung nach Gleichung (4.213) verschwindet. Dazu wird die Gleichung (4.216)
doppelt mit C¯ überschoben und (4.213) eingesetzt:
3β = .µC 11 ·· C¯ + µ
4
C 11 ·· C¯ =
.
µC 11 ·· C¯ −
.
µ
(
C 11 ·· C¯ − 3
)
= 3 .µ (4.217)
Die Evolutionsgleichung (4.216) lautet somit
4
C 11 =
.
µ
µ
(
C¯ 1 − C 11
)
. (4.218)
Zu Beginn des Alterungsprozesses ist die spannungsfreie Konfiguration die Ausgangskonfigura-
tion, es gilt somit die Anfangsbedingung
C 11 (0) = I . (4.219)
Diese Entwicklungsgleichung kann sehr gut interpretiert werden: die spannungsfreie Konfigu-
ration Kˆ entspricht anfangs der Ausgangskonfiguration und entwickelt sich mit zunehmendem
Alter hin zur aktuellen Konfiguration. Die Geschwindigkeit, mit der dies vonstatten geht, ist
abhängig von der Anzahl der neu eingesetzten Verbindungen. Ausschließlich das Einfügen neuer
Vernetzungen in einer deformierten Lage verändert die spannungsfreie Konfiguration. Findet
alleinig eine Vernetzungsstellenspaltung statt, führt dies lediglich zu einer Spannungsrelaxation
und einer Verringerung der Steifigkeit, ohne dass die Lage der spannungsfreien Konfiguration
verändert wird.
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Thermodynamische Konsistenz
Die thermodynamische Konsistenz des Materialmodells ist gewährleistet, wenn die Dissipati-
on (4.212) nichtnegativ ist. Die Funktion ν (t) wird eingeführt, um Erweichungen infolge von
Ketten- bzw. Vernetzungsstellenspaltung zu modellieren, es gilt demnach .ν ≤ 0. Für thermo-
dynamische Konsistenz muss folglich
(
C 11 ·· C¯ − 3
)
≥ 0, für 4C 11 =
.
µ
µ
(
C¯ 1 − C 11
)
(4.220)
erfüllt sein. Um dies zu zeigen, wird eine Integralform der Differentialgleichung (4.218) benötigt.
Dazu wird die (dimensionslose) intrinsische Zeit τµ durch folgende Ratengleichung definiert:
.
τµ =
.
µ
µ
⇒ τµ (t) =
t∫
0
µ (ξ)′
µ (ξ) dξ . (4.221)
Die Differentialgleichung kann nach Multiplikation mit exp [τµ] wie folgt in eine Integralglei-
chung umgeschrieben werden:
exp [τµ]
4
C 11 + exp [τµ]C 11
.
τµ =
(
exp [τµ]C 11
)4
= exp [τµ]
.
τµC¯
1
⇒ C 11 = exp [−τµ (t)]
 t∫
0
exp [τµ (ξ)]τµ (ξ)′ C¯ 1 (ξ) dξ + I
 . (4.222)
Die Monotonie des Integrals führt auf die Abschätzung
C 11 ·· C¯ = exp [−τµ (t)]
 t∫
0
exp [τµ (ξ)]τµ (ξ)′ C¯ 1 (ξ) ·· C¯ (t) dξ + I ·· C¯

≥ exp [−τµ (t)]
3 t∫
0
exp [τµ (ξ)]τµ (ξ)′ dξ + 3
 = 3 ⇒ C 11 ·· C¯ − 3 ≥ 0, (4.223)
woraus sofort die thermodynamische Konsistenz folgt.
Mit Hilfe der Integralform (4.222) und der Monotonie des Integrals kann außerdem gezeigt
werden, dass der Tensor C 11 stets positiv definit ist:
x · C 11 · x = exp [−τµ (t)]
 t∫
0
exp [τµ (ξ)]τµ (ξ)′ x · C¯ 1 (ξ) · x dξ + x · x
 ≥ 0 ∀x, (4.224)
da x · C¯ 1 (ξ) · x ≥ 0 ∀ ξ, x. Der Tensor C1 ist folglich ein zulässiger rechter Cauchy-Green-
Tensor.
Verallgemeinerung
Da Gummiwerkstoffe im Allgemeinen ein stark nichtlineares Verhalten aufweisen, wird ein ein-
facher Ansatz in der Form (4.207) nicht geeignet sein, um das mechanische Verhalten realer
Werkstoffe abbilden zu können.
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Dieses Modell kann jedoch in einfacher Weise verallgemeinert werden, ohne die prinzipielle
Struktur zu verändern oder das Berechnen weiterer innerer Variabler zu benötigen. Ausgangs-
punkt ist eine beliebige Funktion f1 : R→ R, die die freie Energie wie folgt bestimmt:
ρ˜ψ¯ = Cνf1
(
µ
[
C 11 ·· C¯ − 3
])
= Cνf1 (µ [i1 − 3]) . (4.225)
Die Konstante C wird aus Dimensionsgründen eingeführt. Prinzipiell kann die Erweichungs-
funktion ν auch in das Argument der Funktion f1 hineingezogen werden.
Die Zeitableitung der freien Energie kann mit Hilfe der Kettenregel wie folgt berechnet werden:
ρ˜
.
ψ¯ = C .νf1 + Cνf ′1 ·
[
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11 + µC 11 ··
4
C¯
]
. (4.226)
Einsetzen in die Clausius-Duhem-Ungleichung führt auf
ρ˜D¯ = 12 T˜ ··
4
C¯ − ρ˜
.
ψ =
(1
2 T˜ − Cνf
′
1 · µC 11
)
··
4
C¯
− C .νf1 − Cνf ′1 ·
[
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11
]
. (4.227)
Die Standardargumentation liefert erneut den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor:
T˜ = 2Cµνf ′1PC ·· C 11 . (4.228)
Dissipative Effekte sollen erneut nur durch Relaxationsmechanismen hervorgerufen werden, d.h.
es wird gefordert, dass
ρ˜D¯ = −C .νf1 . (4.229)
Der verbleibende Term in der Clausius-Duhem-Ungleichung muss somit verschwinden:
Cνf ′1 ·
[
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11
]
= 0 ⇔ .µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11 = 0 . (4.230)
Eine Entwicklungsgleichung für die Zwischenkonfiguration wird auch hier erhalten, indem ge-
fordert wird, dass das Einsetzen der neuen Vernetzungsstellen spannungsfrei erfolgt:
4
T˜
(
4
C¯ = 0, .ν = 0
)
= 0 = 2CνPC ··
(
f ′1
[
.
µC 11 + µ
4
C 11
]
+µC 11 f ′′1
[
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11
])
. (4.231)
Der zweite Term in der runden Klammer verschwindet durch die Forderung (4.230), so dass
ausschließlich die folgende Gleichung erfüllt sein muss:
.
µC 11 + µ
4
C 11 = βC¯ 1 (4.232)
Doppelte Überschiebung mit C¯ und Verwendung der Gleichung (4.230) liefert β und damit die
bekannte Evolutionsgleichung (4.216):
4
C 11 =
.
µ
µ
(
C¯ 1 − C 11
)
, C 11 (0) = I . (4.233)
Auch für beliebige nichtlineare Ansätze für f1 kann diese sehr einfache Form der Evolutionsglei-
chung verwendet werden. Es kann leicht gezeigt werden, dass die thermodynamische Konsistenz,
d.h. eine nicht-negative Dissipation nach Gleichung (4.229), gesichert ist, wenn die Funktion f1
so gewählt wird, dass f1 (x) ≥ 0 für x ≥ 0 gilt.
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4.3.2 Modellvariante II
Das Vorgehen ist nicht auf die Verwendung der ersten Hauptinvariante des Tensors C2 be-
schränkt. Auch bei Verwendung der ersten Hauptinvariante des inversen Tensors C 12 kann ein
Modell abgeleitet werden, bei dem die innere Variable, die die Lage der spannungsfreien Kon-
figuration festlegt, durch eine lineare Differentialgleichung bestimmt wird.
Grundlage ist die erste Hauptinvariante i2 des inversen rechten Cauchy-Green-Tensors C 12 :
i2 := C 12 ·· I = C1 ·· C¯ 1 . (4.234)
Es sei analog zu (4.225) eine freie Energie der Form
ρ˜ψ¯ = Cνf2
(
µ
[
C1 ·· C¯ 1 − 3
])
= Cνf2 (µ [i2 − 3]) . (4.235)
gegeben. Die Funktion f2 sei vorerst beliebig, die Konstante C wird aus Dimensionsgründen
eingeführt.
Die Zeitableitung der freien Energie kann mit Hilfe der Kettenregel berechnet werden:
ρ˜
.
ψ¯ = C .νf2 + Cνf ′2 ·
[
.
µ (i2 − 3) + µC¯ 1 ··
4
C1 − µC¯ 1 · C1 · C¯ 1 ··
4
C¯
]
(4.236)
Einsetzen in die Clausius-Duhem-Ungleichung führt auf
ρ˜D¯ = 12 T˜ ··
4
C¯ − ρ˜
.
ψ =
(1
2 T˜ − Cνf
′
2 · µC¯ 1 · C1 · C¯ 1
)
··
4
C¯
− C .νf2 − Cνf ′2 ·
[
.
µ (i2 − 3) + µC¯ 1 ··
4
C1
]
. (4.237)
Die Standardargumentation liefert erneut den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor:
T˜ = −2Cµνf ′2PC ·· C¯ 1 · C1 · C¯ 1 . (4.238)
Dissipative Effekte sollen wieder nur durch Relaxationsmechanismen hervorgerufen werden, d.h.
es wird gefordert, dass
ρ˜D¯ = −C .νf2 . (4.239)
Der verbleibende Term in der Clausius-Duhem-Ungleichung muss verschwinden:
Cνf ′2 ·
[
.
µ (i2 − 3) + µC¯ 1 ··
4
C1
]
= 0 ⇔ .µ (i2 − 3) + µC¯ 1 ··
4
C1 = 0 . (4.240)
Eine Entwicklungsgleichung für die Zwischenkonfiguration wird erhalten, indem gefordert wird,
dass das Einsetzen der neuen Vernetzungsstellen spannungsfrei erfolgt:
4
T˜
(
4
C¯ = 0, .ν = 0
)
= 0 = 2CνPC ·· C¯ 1 ·
(
f ′2
[
.
µC 11 + µ
4
C 11
]
+µC1f ′′2
[
.
µ (i2 − 3) + µC¯ 1 ··
4
C1
])
· C¯ 1 . (4.241)
68 4 Mathematische Modellierung oxidativer Alterungsprozesse
Der zweite Term in der Klammer verschwindet durch Gleichung (4.240), so dass allein die
folgende Forderung ausreichend ist:
.
µC1 + µ
4
C1 = βC¯ . (4.242)
Doppelte Überschiebung mit C¯ und Verwenden der Gleichung (4.240) liefert erneut eine lineare
Evolutionsgleichung:
4
C1 =
.
µ
µ
(
C¯ − C1
)
, C1 (0) = I . (4.243)
Es kann auch hier gezeigt werden, dass die thermodynamische Konsistenz gesichert ist, wenn
f2 (x) ≥ 0 für x ≥ 0 gilt.
4.3.3 Modelle vom Ogden-Typ
Um das jungfräuliche Verhalten abbilden zu können, werden oftmals auch elastische Modelle
vom Ogden-Typ verwendet (Ogden (1997)). Diese basieren auf den Invarianten von Potenzen
des rechten Cauchy-Green-Tensors. Auch bestimmte Vertreter dieser Klasse von Modellen
können auf die Abbildung von Alterungsvorgängen erweitert werden. Der (unimodulare) Tensor
Γ¯ sei für γ ∈ R wie folgt definiert:
Γ¯ := C¯γ . (4.244)
Um die auf Invarianten von Γ¯ basierenden Modelle zu verallgemeinern, kann nicht wie bisher
die geometrische Deutung der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten verwendet
werden. Hier ist stattdessen die Grundlage die Einführung einer inneren Variable Γ1, die zu
Beginn des Alterungsprozesses dem Einheitstensor entspricht. Analog zu (4.225) und (4.235)
wird als Basis eine freie Energie verwendet, die von einer Invariante iγ := Γ 11 ·· Γ¯ abhängt:
ρ˜ψ¯ = Cνfγ
(
µ
[
Γ 11 ·· Γ¯− 3
])
= Cνfγ (µ [iγ − 3]) . (4.245)
Die nichtnegative Funktion fγ sei erneut beliebig, die Konstante C besitzt wiederum die Dimen-
sion einer Spannung. Wird analog zu den zwei vorangegangenen Abschnitten die Zeitableitung
der freien Energie in die Clausius-Duhem-Ungleichung eingesetzt, kann der zu Γ¯ leistungs-
konjugierte Spannungstensor t¯ erhalten werden (vgl. Gleichung (2.53)):
t¯ = Cµνf ′γP Γ ·· Γ 11 . (4.246)
Es wurde folgender Projektionstensor verwendet:
P Γ = JS − 13Γ¯
1 ◦ Γ¯ . (4.247)
Wird gefordert, dass das Einsetzen neuer Verbindungen dissipations- und spannungsfrei erfolgt,
kann auch in diesem Fall eine lineare Evolutionsgleichung für die innere Variable Γ 11 abgeleitet
werden:
4
Γ 11 =
.
µ
µ
(
Γ¯ 1 − Γ 11
)
, Γ 11 (0) = I . (4.248)
Die Berechnung des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors erfolgt dann nach Gleichung
(2.56). Es kann gezeigt werden, dass diese Modelle für fγ ≥ 0 thermodynamisch konsistent sind.
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Die Wahl γ = 1 bzw. γ = −1 führt auf die in den vorangegangenen Abschnitten abgeleiteten
Modelle.
Bei Verwendung dieser verallgemeinerten Modelle entsteht im Allgemeinen eine Abhängigkeit
von der Wahl der Referenzkonfiguration. Für γ = −1 und γ = 1 kann gezeigt werden, dass
diese Modelle schwach invariant gegenüber einem Wechsel der Referenzkonfiguration sind (das
Konzept dieser speziellen Invarianz wird in Shutov u. Ihlemann (2014) dargestellt), für da-
von abweichende Werte von γ ist dies jedoch nicht gegeben. Dieser Umstand kann gegen eine
Verwendung dieser Verallgemeinerung sprechen.
4.3.4 Verbindung der Modelle
Mit Hilfe der in den vorangegangenen Abschnitten dargestellten Vorgehensweise können auch
für komplexere Ansätze für die freie Energie Bestimmungsgleichungen für die Spannung sowie
die Entwicklung der spannungsfreien Konfiguration abgeleitet werden. Als Beispiel werde ein
Ansatz für die freie Energie vom Mooney-Rivlin-Typ gewählt:
ρ˜ψ¯ = C10νµ
(
C 11 ·· C¯ − 3
)
+ C01νµ
(
C1 ·· C¯ 1 − 3
)
. (4.249)
Nach Bildung der Zeitableitung von ψ¯, Einsetzen in die Clausius-Duhem-Ungleichung und
Anwendung der Standardargumentation kann folgender Spannungstensor angegeben werden:
T˜ = 2C10νµPC ·· C 11 − 2C01µνPC ·· C¯ 1 · C1 · C¯ 1 . (4.250)
Die Forderung, dass neue Verbindungen spannungsfrei in das System eingebracht werden sollen,
führt auf eine Differentialgleichung für den Tensor C1:
C10
.
µC 11 + C10µ
4
C 11 − C01
.
µC¯ 1 · C1 · C¯ 1 − C01µC¯ 1 ·
4
C1 · C¯ 1 = β¯C¯ 1 . (4.251)
Im Gegensatz zu den bisherigen Modellen hängt in diesem Fall die Evolutionsgleichung nicht-
linear von C1 ab. Wird außerdem der Parameter β wieder so bestimmt, dass die verbleibenden
Terme in der Clausius-Duhem-Ungleichung verschwinden, ergibt sich anders als bei den bis-
her abgeleiteten Modellen eine komplexe Funktion von µ, C1 und deren Zeitableitungen. Um
die Entwicklung von C1 für dieses Modell berechnen zu können, muss somit eine komplizierte
nichtlineare Differentialgleichung gelöst werden. Wenngleich Verfahren für eine solche Aufga-
be existieren, können diese nicht ohne Weiteres bei den speziellen Problemen der chemischen
Alterung angewandt werden (vgl. Kapitel 6.1). Darüber hinaus kann nicht sichergestellt wer-
den, dass das Modell thermodynamisch konsistent ist. Aus diesem Grund sollte eine alternative
Methode verwendet werden, die auf dem Einführen mehrerer innerer Variablen basiert. Als
Alternative zu dem obigen Beispiel wird das folgende Modell vorgeschlagen:
T˜ = 2C10νµPC ·· C 111 − 2C01µνPC ·· C¯ 1 · C12 · C¯ 1 (4.252)
4
C 111 =
.
µ
µ
(
C¯ 1 − C 111
)
, C 111 (0) = I (4.253)
4
C12 =
.
µ
µ
(
C¯ − C12
)
, C12 (0) = I . (4.254)
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Dies entspricht einer Parallelschaltung von Modellen der Varianten I und II, für die separate
innere Variablen die Evolution der spannungsfreien Konfiguration bestimmen.7 Durch das Be-
rechnen einer zusätzlichen inneren Variablen kann somit die nichtlineare Differentialgleichung
umgangen und thermodynamische Konsistenz sichergestellt werden.
Es können beliebig viele Einzelmodelle parallel geschaltet werden, auch solche mit nichtlinearen
Funktionen für die freie Energie sowie Modelle vom Ogden-Typ.
4.3.5 Erhaltung der Inkompressibilität der Zwischenkonfiguration
Um eine einfache Darstellung zu ermöglichen, wird im folgenden Abschnitt der Spezialfall der
Modellvariante I verwendet. Die Schlussfolgerungen gelten in gleicher Weise auch für die Mo-
dellvariante II und die Modelle vom Ogden-Typ.
Die Modelle der Variante I sind thermodynamisch konsistent, da i1 = C 11 ·· C¯ ≥ 3. Daraus
folgt, dass die dritte Hauptinvariante des Tensors C 11 stets größer oder gleich 1 ist:
C 11 ·· C¯ = I3
(
C 11
) 1
3 C¯ 11 ·· C¯ ≥ 3 ⇒ für C¯ = C¯1 folgt I3
(
C 11
) 1
3 ≥ 1 . (4.255)
Aus der Anschauung der multiplikativen Zerlegung heraus bedeutet dies, dass die spannungs-
freie Zwischenkonfiguration Kˆ eine höhere Dichte bzw. ein kleineres Volumen als die Momentan-
konfiguration besitzt und folglich nicht durch eine inkompressible Deformation erreicht werden
kann (bzw. ausschließlich für den Sonderfall I3
(
C 11
)
= 1). Aus mathematischer Sicht stellt
dies kein Problem dar, da für C¯ = C¯1 der spannungsfreie Zustand erreicht wird (vgl. Gleichung
(4.228)):
T˜
(
C¯ = C¯1
)
= 2Cµνf ′1
(
C 11 · C¯1
)′ · C¯ 11 = 2Cµνf ′1I3 (C 11 ) 13 I ′ · C¯ 11 = 0 . (4.256)
Die Anschauung suggeriert jedoch, dass die Steifigkeit des gealterten Materials durch den Faktor
I3
(
C 11
) 1
3 überschätzt wird.8 Im Fall einer statischen Alterung unter einer uniaxialen Zugbelas-
tung, bei der ein Probekörper auf die λ-fache Länge gezogen wird, gilt für die dritte Hauptin-
variante des Tensors C 11 nach Gleichung (4.216) in Abhängigkeit von der dimensionslosen
Zeitvariable τµ
I3
(
C 11 (τµ)
)
=
(
λ 2 [1− exp (−τµ)] + exp (−τµ)
)
· (λ [1− exp (−τµ)] + exp (−τµ))2 . (4.257)
Die Maximalwerte von I3
(
C 11 (τµ)
)
sowie die dritte Wurzel, die ein Maß für einen möglichen
Fehler in der vorhergesagten Steifigkeit ist, sind für verschiedene Streckungen λ während der
Alterung in Abbildung 4.6 dargestellt. Bei einer Streckung λ = 2 ist das Maximum der Funktion
I3
(
C 11 (τµ)
)
≈ 1.4, die Steifigkeit könnte in diesem Fall um ca. 10% überschätzt werden, was
auch im Hinblick auf zu erwartende Streuungen akzeptabel ist. Bei höheren Dehnungen nimmt
7Hier gilt im Allgemeinen nicht, dass C11 = C12.
8Entgegen der Anschauung ist auch das Argument der Funktion f ′1 (i1) im spannungsfreien Zustand ver-
schieden von Null.
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Abbildung 4.6: Maximale dritte Hauptinvariante des Tensors C 11 in Abhängigkeit von der Stre-
ckung λ, die während einer statischen Alterung aufgebracht wurde. Die dritte
Wurzel dieses Wertes kann als möglicher Fehler interpretiert werden.
das Maximum von I3
(
C 11 (τµ)
)
und ebenso ein möglicher Fehler in der Steifigkeit jedoch schnell
zu. Die Vorhersagen des Dynamischen-Netzwerk-Modells könnten daher unter Umständen ver-
bessert werden, wenn die Inkompressibilität der Zwischenkonfiguration Kˆ erhalten wird. Dass
dies prinzipiell mit einer leichten Modifikationen bei der Herleitung der bestimmenden Glei-
chungen möglich ist, wird im folgenden Abschnitt anhand eines einfachen Beispiels gezeigt.
Grundlage für die Herleitungen ist die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
(4.204). Die Erhaltung der Inkompressibilität der Zwischenkonfiguration bedeutet in diesem
Kontext, dass I3
(
F 1
)
= I3
(
F 2
)
= 1 gilt.
Gegeben sei die freie Energie vom “Neo-Hooke”-Typ:
ρ˜ψ¯ = C10ν (t)µ (t)
(
C2 ·· I − 3
)
= C10ν (t)µ (t)
(
C 11 ·· C¯ − 3
)
. (4.258)
Die Zeitableitung der freien Energie ergibt sich analog zu Gleichung (4.208) zu
ρ˜
.
ψ¯ = C10
.
νµ (i1 − 3) + C10ν .µ (i1 − 3) + C10νµC¯ ··
4
C 11 + C10νµC 11 ··
4
C¯ . (4.259)
Einsetzen in die Clausius-Duhem-Ungleichung führt auf
ρ˜D¯ = 12 T˜ ··
4
C¯−ρ˜
.
ψ = 12
(
T˜ − C10νµC 11
)
··
4
C¯−C10 .νµ (i1 − 3)−C10ν
(
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11
)
.
(4.260)
Um eine nicht-negative Dissipation zu gewährleisten, muss der erste Term verschwinden. Wird
beachtet, dass T˜ der physikalisch deviatorische Anteil des zweiten Piola-Kirchhoff-Span-
nungstensors ist, muss folgender Zusammenhang gelten:
T˜ = 2C10νµPC ·· C 11 . (4.261)
Im Gegensatz zu der bisherigen Herleitung wird nun angenommen, dass neben den Vernet-
zungsspaltungsprozessen auch die Neuvernetzungsprozesse dissipativ sind, d.h. das Einfügen
von neuen Verbindungen bewirkt einen zusätzlichen Dissipationsanteil D¯µ:
ρ˜D¯ = −C10 .νµ (i1 − 3) + ρ˜D¯µ . (4.262)
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In der Clausius-Duhem-Ungleichung verbleibt ein Restterm, der nach den Annahmen nicht
zur Dissipation beitragen soll und folglich verschwinden muss:
C10ν
(
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11
)
+ ρ˜D¯µ = 0 . (4.263)
Zur Definition der Entwicklungsgleichung von C 11 wird erneut die Forderung nach Andrews u. a.
(1946) verwendet, nach der das Einsetzen der Verbindungen spannungsfrei vonstatten geht:
4
T˜
(
4
C¯ = 0, .ν = 0
)
= 0 = 2C10νPC ··
(
.
µC 11 + µ
4
C 11
)
. (4.264)
Diese Gleichung ist erfüllt, wenn der Ausdruck innerhalb der Klammer ein Vielfaches des in-
versen rechten Cauchy-Green-Tensors ist:
.
µC 11 + µ
4
C 11 = βC¯ 1 . (4.265)
Der freie Parameter β wurde bisher so bestimmt, dass der Restterm in der Clausius-Duhem-
Ungleichung verschwindet. In diesem Fall ist der verbleibende Term jedoch unbestimmt, da
der Dissipationsanteil D¯µ noch nicht festgelegt ist. Daher wird β nun so bestimmt, dass die
Zwischenkonfiguration inkompressibel ist, d.h.
.
I3
(
C1
)
= 0 gilt. Dies ist erfüllt, wenn
0 =
4
C 11 ·· C1 = βC¯ 1 ·· C1 − 3
.
µ ⇒ β = 3
C¯ 1 ·· C1
.
µ . (4.266)
Die Evolutionsgleichung (4.265) lautet somit
4
C 11 =
.
µ
µ
3
C¯ 1 ·· C1
(
C¯ 1 − C1 ·· C¯
1
3 C
1
1
)
=
.
µ
µ
3
C¯ 1 ·· C1
(
C¯ 1 · C1
)′ · C 11 . (4.267)
Zu Beginn des Alterungsprozesses ist die spannungsfreie Konfiguration die Ausgangskonfigura-
tion, d.h. die Anfangsbedingung
C 11 (0) = I (4.268)
wird verwendet. Um thermodynamische Konsistenz gewährleisten zu können, muss noch gezeigt
werden, dass D¯µ nichtnegativ ist. Der schon bekannte Anteil der Dissipation −C10 .νµ (i1 − 3)
ist positiv, da I3
(
C 11
)
= 1 und somit C 11 ·· C¯ ≥ 3.
Der Dissipationsanteil D¯µ ergibt sich nach Auswertung des Restterms der Clausius-Duhem-
Ungleichung (4.263) nach wenigen Umformungsschritten zu:
ρ˜D¯µ = −C10ν
(
.
µ (i1 − 3) + µC¯ ··
4
C 11
)
= 3C10ν
.
µ
C¯ 1 ·· C1
(
C¯ 1 ·· C1 − 3
)
. (4.269)
Dieser Ausdruck ist offensichtlich nichtnegativ.
Mit der leichten Modifikation in der Herleitung, nach der das Einsetzen neuer Verbindungen
dissipativ ist, können die Inkompressibilität der Zwischenkonfiguration und die thermodynami-
sche Konsistenz (bei dem verwendeten einfachen Beispiel) gezeigt werden. Die Materialgleichun-
gen sind nun jedoch bedeutend komplizierter zu behandeln, da die Lage der spannungsfreien
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Konfiguration durch eine nichtlineare Differentialgleichung beschrieben wird. Diese nichtlineare
Differentialgleichung ist im Rahmen des besonderen Problems der chemischen Alterung nicht in
trivialer Weise (z.B. mit Hilfe eines impliziten Zeitintegrators und eines Newton-Verfahrens)
zu lösen (vgl. Abschnitt 6.1). In zukünftigen Arbeiten sollte daher untersucht werden, ob die
Vorhersagen der in den vorangegangenen Abschnitten hergeleiteten Modellen zu großen Abwei-
chungen führen, indem Alterungsversuche unter großer statischer Vordeformation durchgeführt
werden. Eine Möglichkeit, die Vorhersagen zu verbessern, kann die beschriebene Erhaltung der
Inkompressibilität sein. Die Herleitung von Kriterien für die thermodynamische Konsistenz bei
allgemeinen Ansätzen für die freie Energie ist ebenso ein Feld zukünftiger Arbeiten wie auch
die effiziente numerische Umsetzung, die die Besonderheiten der chemischen Alterung berück-
sichtigt.
4.3.6 Modellierung des chemischen Schrumpfes
Bei sehr langen Alterungszeiten kann bei manchen Materialien ein Anstieg der Kraft in kontinu-
ierlichen Relaxationsexperimenten festgestellt werden, was durch das Auftreten volumetrischer
Schrumpfeffekte erklärt wird (Andrews u. a. (1946)). Prinzipiell kann ein solches Verhalten mo-
delliert werden, indem eine weitere Zerlegung der volumetrischen Teildeformation, die einen
chemischen Schrumpf beachtet, verwendet wird. Eine geeignete Evolutionsgleichung für das
Dichteverhältnis der chemischen Teildeformation kann dann so definiert werden, dass experi-
mentelle Beobachtungen reproduziert werden.
Im Rahmen dieser Arbeit werden Schrumpfeffekte jedoch nicht berücksichtigt. Um diese fun-
diert abbilden zu können, bedarf es einer detaillierten Betrachtung der Thermodynamik der
chemischen Prozesse. Die beschriebenen Schrumpfeffekte treten auch auf, wenn im Material ein
hydrostatischer Zug herrscht, d.h. p < 0. Ein volumetrischer Schrumpf ist mit einer Verrin-
gerung des Volumens verbunden, diese Deformation muss demnach gegen den hydrostatischen
Druck arbeiten. Um eine negative Dissipation auszuschließen, muss dieser negative Beitrag in
der Clausius-Duhem-Ungleichung durch andere positive Beiträge kompensiert werden. Dies
kann erreicht werden, indem der Ablauf der chemischen Reaktionen von dem hydrostatischen
Druck abhängt (Lion u. Höfer (2007)) oder untere Grenzen des hydrostatischen Drucks fest-
gelegt werden, bis zu denen das Modell Gültigkeit behält (Landgraf u. a. (2014)). In beiden
Fällen werden die negativen Anteile in der Clausius-Duhem-Ungleichung durch dissipative
Effekte von chemischen Reaktionen ausgeglichen, daher bedarf eine fundierte Modellierung des
Schrumpfes einer thermodynamisch fundierten Modellierung der chemischen Prozesse.
4.3.7 Abbildung physikalischer Relaxationsprozesse
Insbesondere in gefüllten Gummiwerkstoffen existieren Spannungsanteile, die nicht durch das
Polymernetzwerk hervorgerufen werden sondern durch komplexe physikalische Wechselwirkun-
gen (z.B. zwischen Füllstoffpartikeln und dem Polymer). Die Charakteristik dieser Anteile ist
sehr besonders. Experimentelle Untersuchungen zeigen beispielsweise, dass die Relaxationsge-
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schwindigkeit von der Geschwindigkeit der vorangegangenen Deformation abhängt (Ahmadi
u. a. (2007)). Zudem zeigen Elastomere oft ein nur wenig ausgeprägtes geschwindigkeitsabhän-
giges Verhalten während der Belastung, es werden jedoch umfangreiche Relaxationsprozesse
beobachtet. Fraktionelle Elemente sind in der Lage, dieses Verhalten prinzipiell abzubilden
(Nonnenmacher u. Glöckle (1991)), jedoch steht eine komplexe numerische Behandlung für
Berechnungen im Zeitbereich dagegen (Wollscheid u. Lion (2013)). Im Rahmen dieser Arbeit
werden daher die physikalischen Spannungsanteile innerhalb des kontinuumsmechanischen Mo-
dells nicht beachtet.
Es hat sich jedoch als sehr vorteilhaft herausgestellt, kontinuierliche Relaxationsversuche unter
Annahme eines zusätzlichen physikalischen Spannungsanteils auszuwerten. Bei den dort durch-
geführten einachsigen Zug- bzw. Druckversuchen wird die Gesamtspannung T1 additiv in einen
physikalischen Anteil Tp und einen Anteil Te aus dem Dynamischen-Netzwerk-Modell zerlegt:
T1 = Tp + Te . (4.270)
Die Relaxation des physikalischen Anteils erfolgt schnell, die Relaxationsgeschwindigkeit von
Te ist hingegen vom Ablauf chemischer Prozesse abhängig. Für den zeitlichen Verlauf von Tp
wird folgende Form angenommen:
Tp = Tp0
1
1 + tr
τp
. (4.271)
Hier sind tr die seit Beginn der Relaxation vergangene Zeit und Tp0 sowie τp zwei Parameter,
die an experimentelle Daten angepasst werden. Die anfänglichen schnellen Relaxationsvorgän-
ge können mit Hilfe dieses Ansatzes gut abgebildet werden. Somit können die vollständigen
Relaxationsmessungen verwendet werden, um die wichtigen, die Relaxation des Anteils Te be-
stimmenden Parameter zu identifizieren (vgl. Abschnitt 4.4).
4.4 Chemisch-Mechanische Kopplung
In dieser Arbeit soll neben einer realitätsnahen Modellierung der chemischen Prozesse und des
mechanischen Materialverhaltens auch die Kopplung zwischen den beiden Feldproblemen che-
misch und physikalisch fundiert erfolgen. Nur im Fall einer realistischen Abbildung der Kopp-
lung kann aus einer Inhomogenität in den oxidativen Prozessen auf eine inhomogene Verteilung
der Materialeigenschaften geschlossen werden. In diesem Abschnitt werden ausschließlich die
Auswirkungen der chemischen Prozesse auf das mechanische Materialverhalten modelliert. Die
Behandlung der Einflüsse mechanischer Deformation auf das Diffusionsverhalten werden im
Rahmen des Lösungsalgorithmus in Abschnitt 6.1 dargestellt.
Die chemischen Prozesse beeinflussen das Materialverhalten durch Spaltung von Vernetzungs-
stellen und die Neuvernetzung. Die Zersetzung von Schwefelbrücken durch Peroxiradikale führt
zu Relaxationsvorgängen, die in Experimenten durch einen Abfall der Spannung in der Zeit
zu beobachten sind. Das Einsetzen von Sauerstoffbrücken führt zu der Ausbildung zusätzli-
cher Vernetzungsstellen, was zu einem Anstieg der Steifigkeit des Materials führt. Die Effekte
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dieser chemischen Vorgänge werden im Rahmen des Dynamischen-Netzwerk-Modells durch die
Materialfunktionen ν und µ abgebildet. In dem folgenden Abschnitt wird dargestellt, welcher
Zusammenhang zwischen chemischen Größen und den Materialfunktionen realistisch Alterungs-
effekte abbilden kann.
Die Spaltung der Vernetzungsstellen bewirkt eine Relaxation der Spannungen. Die bestimmen-
den Gleichungen für das Dynamische-Netzwerk-Modell wurden nach den Vorstellungen von An-
drews u. a. (1946) derart hergeleitet, dass im Relaxationsversuch keine Auswirkung der Neuver-
netzungen sichtbar sind. Die Zeitableitung des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors
bei konstant gehaltener Deformation ist damit ausschließlich abhängig von der Erweichungs-
funktion: 4
T˜
( 4
C = 0
)
=
.
ν
ν
T˜ . (4.272)
Durch die Forderung, dass neue Verbindungen spannungsfrei in das System eingefügt werden,
heben sich die die Zeitableitungen der Versteifungsfunktion µ und der inneren Variablen, die
die Lage der spannungsfreien Konfiguration bestimmt, auf (vgl. Gleichung (4.214)).
Im Fall eines uniaxialen Zugversuchs gilt damit für die Haltekraft F und deren Zeitableitung
der folgende Zusammenhang: .
F
F
=
.
ν
ν
. (4.273)
In der Abbildung 4.7 ist für ein Relaxationsexperiment an einem niedrig gefüllten Naturkau-
tschuk die Größe F˙ /F für verschiedene Temperaturen aufgetragen. Offensichtlich nimmt diese
Größe nach einer vergleichsweise kurzen transienten Phase einen konstanten Wert an. Die-
se Anfangsphase wird als eine Relaxation physikalischer Spannungsanteile interpretiert, da die
zugehörige Relaxationszeit nur leicht von der Temperatur abhängt. Die Geschwindigkeit der Re-
laxationsphase, während derer
.
F/F = const. gilt, ist hingegen sehr stark temperaturabhängig.
Diese Abhängigkeit kann sehr genau mit Hilfe eines Arrhenius-Gesetzes beschrieben werden,
wobei die zugehörige Aktivierungsenergie bei 110kJ/mol liegt. Eine solch ausgeprägte Tempe-
raturabhängigkeit mit einer Aktivierungsenergie im Bereich von 100kJ/mol ist ein sehr starker
Hinweis darauf, dass diese Relaxationsprozesse von Oxidationsreaktionen bestimmt werden,
(die eine Aktivierungsenergie in der gleichen Größenordnung besitzen, siehe z.B. Wise u. Gillen
(1997); Verdu (2012)). Dieses experimentelle Ergebnis kann bei verschieden Materialien bei in
der Literatur dargestellten Relaxationskurven reproduziert werden (Tobolsky (1947); Scheele u.
Hillmer (1964); Septanika u. Ernst (1998b); Wineman u. a. (2003); Johlitz u. a. (2014)). Es ist
zudem anzumerken, dass das Verhältnis F˙ /F , welches durch das Dynamische-Netzwerk-Modell
vorhergesagt wird, unabhängig von der Deformation ist, bei welcher der Relaxationsversuch
durchgeführt wird. Dies wird bereits in Tobolsky u. Andrews (1945) experimentell bis hin zu
sehr großen Dehnungen bestätigt.9
Die Relaxationsgeschwindigkeit
.
F/F ändert ihren stationären Wert auch bei mehrstufigen Re-
9Die dort beobachteten Unterschiede, die sich ab Dehnungen > 400% ergeben, können zudem physikalischen
Spannungsanteilen zugeschrieben werden, die bei so großen Dehnungen signifikante Anteile an der Gesamtspan-
nung annehmen können.
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Abbildung 4.7: Relaxationsversuche an einem Naturkautschuk bei den angegebenen Tempera-
turen (Experiment: FTI); das Verhältnis F˙ /F erreicht nach einer kurzen tran-
sienten Phase einen konstanten Wert. Diese Anfangsphase wird als Relaxation
physikalischer Spannungsanteile interpretiert, die stationäre Phase bildet die
Grundlage der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Kopplung zwischen den chemi-
schen Prozessen und der Veränderung des mechanischen Verhaltens.
laxationsvorgängen nicht. Um dies zu demonstrieren, wurden die drei Relaxationskurven aus
Septanika u. Ernst (1998b) auf die Spannung zu Beginn der jeweiligen Relaxationsphase bezo-
gen und in den Ursprung horizontal zu t = 0 verschoben. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.8
dargestellt. Dieses Experiment zeigt, dass die Relaxationskurven (und folglich die Relaxations-
geschwindigkeit
.
F/F ) für alle Relaxationsphasen gleich sind, insbesondere sind sie innerhalb
des betrachteten Zeitraums unabhängig von der Anzahl und der Dauer vorangegangener Re-
laxationsprozesse. Experimente zeigen, dass während relevanter Zeiten der Lebensdauer von
Elastomeren bei isothermer Alterung die Sauerstoffverbrauchsrate als konstant angenommen
werden kann (z.B. Wise u. Gillen (1997)). Die Analyse der chemischen Prozesse in Kapitel
4.1 zeigt, dass nach Gleichung (4.154) die Konzentration der Peroxiradikale proportional zur
Sauerstoffverbrauchsrate und somit bei isothermen Alterungsversuchen ebenfalls konstant ist.
Unter der Annahme, dass die Spaltung von Schwefelbrücken hauptsächlich durch Peroxiradikale
stattfindet, kann die Relaxationsrate
.
F/F als proportional zur Rate der Spaltung von Vernet-
zungsstellen und somit proportional zur Konzentration der Peroxiradikale angesehen werden
(vgl. auch Gleichung (4.165)):
.
F
F
= −k¯sξROO• . (4.274)
Da nach Gleichung (4.273) die Erweichungsfunktion des Dynamischen-Netzwerk-Modells zur
Relaxationsrate proportional ist, wird durch folgende Gleichung die Kopplung zwischen chemi-
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Abbildung 4.8: Normierte Relaxationskurven aus Septanika u. Ernst (1998b). Die Originalda-
ten aus Diagramm 4.4 wurden auf die Anfangsspannung der jeweiligen Rela-
xationsphase bezogen und zu t = 0 verschoben. Offensichtlich ist der zeitliche
Verlauf der Relaxation gleich, unabhängig von der Anzahl bzw. Dauer voran-
gegangener Relaxationsphasen.
schen Prozessen und der Relaxation hergestellt:
.
ν
ν
= −k¯sξROO• . (4.275)
Diese Hypothese kann die wichtige experimentelle Erkenntnisse abbilden: die konstante Relaxa-
tionsrate während der Induktionszeit (d.h. bei konstanter Sauerstoffverbrauchsrate, vgl. Glei-
chung (4.154)), die Verlangsamung der Relaxation bei großen Proben durch den DLO-Effekt
sowie die starke Temperaturabhängigkeit der Relaxationsrate, die einem Arrhenius-Gesetz
folgt. Der Proportionalitätsfaktor k¯s kann prinzipiell von der Temperatur abhängen, da dieser
Faktor eine Reaktionsgeschwindigkeit der Vernetzungsstellenspaltung beinhaltet.
Für den Fall, dass isotherme Alterungsversuche durchgeführt werden, kann nach Lösung der
Differentialgleichung (4.275) folgende Form der Erweichungsfunktion ν angegeben werden:
ν (t) = exp
−k¯s t∫
0
ξROO•dτ
 . (4.276)
Mit Hilfe von Gleichung (4.275) kann die Kopplung zwischen chemischen Prozessen und der
Materialerweichung abgebildet werden. Um auch das Einfügen neuer Vernetzungsstellen in-
nerhalb des Dynamischen-Netzwerk-Modells abbilden zu können, muss die Abhängigkeit der
Versteifungsfunktion µ spezifiziert werden. Auf den zeitlichen Verlauf der Funktion µ kann nur
durch sogenannte Verformungsrestexperimente direkt geschlossen werden. Da nur wenige solcher
Experimente in der Literatur verfügbar sind, wird eine geeignete Form für die Versteifungsfunk-
tion über die Gesamtsteifigkeit, die proportional zu dem Produkt µν ist, hergeleitet. Um die
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Steifigkeit in Randbereichen inhomogen gealterter Proben mathematisch abzubilden, verwen-
den Wise u. Gillen (1997) einen exponentiellen Ansatz in Abhängigkeit von der Alterungszeit.
Einen ähnlichen Ansatz verwendet Nasdala (2005), dort wird die Steifigkeit in Abhängigkeit
von der Menge des verbrauchten Sauerstoffs ebenfalls mit einer Exponentialfunktion model-
liert. Auch Celina u. a. (2000) und Ha-Anh u. Vu-Khanh (2005) messen einen exponentiellen
Anstieg der Steifigkeit in der Zeit. Die Temperaturabhängigkeit der Versteifung folgt in diesen
Arbeiten in sehr guter Näherung einem Arrhenius-Gesetz. Die Experimente wurden stets bei
konstanter Temperatur während hinreichend kleiner Alterungszeiten durchgeführt, so dass eine
konstante Sauerstoffverbrauchsrate vorlag, zu der nach Gleichung (4.154) die Konzentration
der Peroxiradikale proportional ist. Daher kann für isotherme Alterungsprozesse die folgende
zeitliche Abhängigkeit für die Gesamtsteifigkeit angenommen werden:
µ (t) ν (t) = exp
kˆa t∫
0
ξO2ξR•dτ
 = exp
k¯a t∫
0
ξROO•dτ
 . (4.277)
Division durch die isotherme Lösung für ν nach Gleichung (4.276) führt auf folgenden Zusam-
menhang für µ:
µ = exp
k¯v t∫
0
ξROO•dτ
, mit k¯v = k¯a + k¯s . (4.278)
Diese Gleichung kann als ein isothermer Sonderfall der Lösung einer Differentialgleichung in-
terpretiert werden. Analog zu Gleichung (4.275) wird folgende Differentialgleichung für die
Versteifungsfunktion µ angenommen:
.
µ
µ
= k¯vξROO• . (4.279)
Der Faktor k¯v kann ebenfalls von der Temperatur abhängen, da die Rate des Einfügens neuer
Vernetzungsstellen (Gleichung (4.155)) proportional zu einer temperaturabhängigen Reaktions-
geschwindigkeit ist. Die zeitliche Änderung der Gesamtsteifigkeit des Systems bezogen auf die
Gesamtsteifigkeit spaltet sich somit additiv in zwei Anteile auf:
(µν).
µν
=
.
µ
µ
+
.
ν
ν
. (4.280)
Im Gegensatz zu den Zwei- bzw. Multi-Netzwerk-Modellen, bei denen die Spannung additiv in
zwei (oder mehrere) Anteile aufgeteilt wird, deren Steifigkeiten sich entsprechend der chemi-
schen Reaktionen einstellen, wird bei dem Dynamischen-Netzwerk-Modell die Gesamtsteifigkeit
des Systems multiplikativ in zwei Anteile µ und ν aufgeteilt. Dies führt zu einer additiven Zer-
legung der Zeitableitung der Gesamtsteifigkeit nach Gleichung (4.280). Diese Summe kann
eindeutig in einen abnehmenden und einen zunehmenden Anteil aufgeteilt werden. Mit Hilfe
dieser Theorie können auch die in Andrews u. a. (1946) dargestellten Experimente an Natur-
kautschuk und Butadienkautschuk gut abgebildet werden.
Die Steifigkeitserhöhung sowie die Relaxation sind in den bisher dargestellten Gleichungen aus-
schließlich vom zeitlichen Ablauf der Oxidationsreaktionen abhängig. In Wise u. Gillen (1997)
4.5 Modellierung des Mullins-Effekts 79
wird anhand von Alterungsversuchen unter Stickstoff gezeigt, dass anaerobe Prozesse bei den
dort betrachteten Materialien keine signifikante Rolle spielen. Für den Fall, dass jedoch auch
weitere Vorgänge zu einer Spaltung bzw. Neuvernetzung führen (z.B. ein anaerober Umbau
des Schwefelnetzwerks), können zusätzliche Terme in den Evolutionsgleichungen (4.275) und
(4.279) eingeführt werden, die diese Beiträge berücksichtigen.
4.5 Modellierung des Mullins-Effekts
Dieser wichtige inelastische Entfestigungseffekt, der das Materialverhalten technischer Gummi-
werkstoffe maßgeblich beeinflusst, soll innerhalb des in dieser Arbeit verwendeten Materialm-
odells beachtet werden. Um den Mullins-Effekt mathematisch abzubilden, existieren eine
Reihe von Modellen in der Literatur. Das mikromechanisch motivierte Modell in Govindjee u.
Simo (1991) und Govindjee u. Simo (1992) verwendet den Erklärungsansatz von Bueche (1960),
indem das Gumminetzwerk in einen rein elastischen Anteil und einen Polymer-Füllstoff-Anteil,
der die Entfestigung ermöglicht, zerlegt wird. Die Idee der harten und weichen Phasen von
Mullins (1948) wurde als Basis für ein Materialmodell von Qi u. Boyce (2004) verwendet. Sol-
che mikromechanisch motivierten Zugänge sind jedoch oft nicht geeignet, um große Klassen
von (inelastischen) Modellen um Entfestigungseffekte zu erweitern. Des Weiteren sind die mi-
kromechanischen Ursachen des Mullins-Effekts bisher nicht vollständig verstanden, wodurch
phänomenologische Modelle noch immer eine weite Verbreitung finden.
Insbesondere Modelle, die auf schädigungsmechanischen Ansätzen beruhen, werden oft ver-
wendet. Bei diesem Zugang wird eine skalare Schädigungsvariable eingeführt, die eine geeig-
nete hyperelastische Spannung skaliert und damit die Entfestigung abbildet (siehe z.B. Miehe
(1995); Chagnon u. a. (2004)). Der große Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die thermodynami-
sche Konsistenz sehr einfach gesichert werden kann, indem eine geeignete Evolutionsgleichung
für die Schädigungsvariable definiert wird. Des Weiteren können problemlos auch komplexe
inelastische Modelle erweitert werden, um den Mullins-Effekt abzubilden (siehe Simo (1987);
Lion (1996); Miehe u. Keck (2000)). Die oft verwendeten einfachen exponentiellen Evoluti-
onsgleichungen sind jedoch meist nicht in der Lage, das komplizierte Entfestigungsverhalten
abzubilden. Komplexere Ansätze (z.B. Kaliske u. a. (2001)) führen auf eine hohe Anzahl von
Materialparametern, was die Identifikation der Materialparameter bedeutend erschweren kann.
Ein weiterer Zugang, um die Entfestigungseffekte abzubilden, sind sogenannte pseudo-elastische
Modelle, die in Ogden u. Roxburgh (1999) vorgeschlagen werden. Bei diesen Modellen wird das
jungfräuliche Verhalten durch ein hyperelastisches Materialmodell beschrieben. Während der
Entlastung und Wiederbelastung reagiert das Material wiederum elastisch, jedoch weicher. Dies
wird erreicht, indem die hyperelastische Basisspannung mit einer sogenannten Entfestigungs-
funktion skaliert wird. Der große Vorteil dieses Zugangs ist, dass es vergleichsweise einfach mög-
lich ist, eine adäquate Form der Entfestigungsfunktion zu konstruieren, da der Verlauf direkt
aus experimentellen Daten erhalten werden kann (siehe z.B. Kazakevic˘iu¯te˙-Makovska (2007)).
Aufgrund ihrer Einfachheit und der guten Abbildbarkeit experimenteller Daten wurden diese
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Modelle oft verwendet und erweitert (Ogden (2001); Elías-Zúñiga u. Beatty (2002); Dorfmann
u. Ogden (2003, 2004); Guo u. Sluys (2006); Peña u. Doblaré (2009); Zhang u. a. (2011)).
Der Nachteil dieses Zugangs ist es, dass in der in Ogden u. Roxburgh (1999) vorgeschlagenen
Form ausschließlich hyperelastische Modelle um den Mullins-Effekt erweitert werden können.
Im Rahmen des folgenden Abschnitts wird daher die den pseudo-elastischen Modellen zugrun-
de liegende Idee auf beliebige, auch inelastische Basismodelle erweitert. Um dies zu erreichen,
werden in einem ersten Schritt die thermodynamischen Eigenschaften von pseudo-elastischen
Modellen analysiert und bestehende Defizite in der Struktur behoben. Die Erkenntnisse wer-
den dann verwendet, um eine allgemeinere Klasse von Entfestigungsmodellen herzuleiten, die
beliebige Basismodelle (d.h. auch das Dynamische-Netzwerk-Modell) um Entfestigungseffekte
erweitern können.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschließlich der isotrope Mullins-Effekt modelliert. Es existie-
ren jedoch Experimente die nachweisen, dass die Entfestigungserscheinungen richtungsabhängig
sind und eine Anisotropie induziert wird (z.B. das zweiseitige Scherexperiment nach Muhr,
Besdo u. a. (2003)). Dies kann durch diesen Zugang nicht abgebildet werden, es können jedoch
eindimensionale Versionen für einachsige Zug-Druck-Belastungen innerhalb von direktionalen
Ansätzen verwendet werden, um diese anisotropen Effekte abzubilden. Es wurde vielfach ge-
zeigt, dass dies eine effektive Methode ist (z.B. Göktepe u. Miehe (2005); Itskov u. a. (2010);
Freund u. Ihlemann (2010); Diercks u. Lion (2013)).
In den folgenden Abschnitten wird auf eine Unterscheidung von isochoren und volumetrischen
Spannungsanteilen verzichtet. Die abgeleiteten Beziehungen sind allgemein gültig und können
in einfacher Weise auch ausschließlich auf isochore Spannungsanteile angewandt werden.
4.5.1 Pseudo-elastische Materialmodelle
Die Grundlage von pseudo-elastischen Modellen ist eine hyperelastische Basisspannung T˜ 0, die
aus einer geeigneten freien Energie ψ0
(
C
)
abgeleitet wird:
T˜ 0 := 2
∂ρ˜ψ0
∂C
. (4.281)
Die Grundidee pseudo-elastischer Materialmodelle ist verschieden von dem Zugang der Schädi-
gungsmodelle. Bei diesen entwickelt sich die Schädigungsvariable und damit die Skalierung der
Spannung im Belastungsprozess, während die bisher maximale Dehnung überschritten wird, bei
Entlastung bleibt die Schädigungsvariable konstant. Im Gegensatz dazu entspricht bei pseudo-
elastischen Modellen die Spannung bei Belastung der hyperelastischen Basisspannung T˜ 0. Bei
Entlastung und Wiederbelastung wird die Basisspannung dann mit einer positiven Entfesti-
gungsfunktion η skaliert. Die Funktion η hängt dabei von einem Maß χ für die aktuelle Be-
lastung und ihrem Maximalwert χmax (t) = max {χ (τ) , τ ≤ t} in der Geschichte des Materials
ab:
T˜ = η (χ, χmax) T˜ 0, mit η
= 1, χ = χmax,< 1, χ < χmax . (4.282)
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Verschiedene Modellvarianten verwenden unterschiedliche Maße χ für die Belastung des Mate-
rials. In den folgenden zwei Abschnitten werden die Modelle von Ogden u. Roxburgh (1999)
und Elías-Zúñiga u. Beatty (2002) untersucht. Dort wird jeweils die freie Energie des Basis-
modells bzw. eine Norm des rechten Cauchy-Green-Tensors verwendet, um die Belastung in
demMaterial zu quantifizieren. Die daraus folgenden thermodynamischen Eigenschaften werden
diskutiert.
4.5.2 Das Modell von Ogden und Roxburgh
Für die Herleitung von pseudo-elastischen Modellen definieren Ogden u. Roxburgh (1999) die
folgende freie Energie:
ψOR
(
C, η
)
= ηψ0
(
C
)
+ φ (η) . (4.283)
Hier ist ψ0 die freie Energie des Basismodells und φ ein Energieanteil, der ausschließlich von
der Entfestigungsfunktion η abhängt. Unter Ausnutzung von Argumenten der Gleichgewichts-
thermodynamik fordern die Autoren, dass die partielle Ableitung der freien Energie ψOR nach
der Entfestigungsfunktion verschwindet:
∂ψOR
∂η
!= 0 = ψ0 +
dφ
dη . (4.284)
Dies ist eine implizite Bestimmungsgleichung für die Entfestigungsfunktion η in Abhängigkeit
von der freien Energie ψ0, d.h. die freie Energie des Basismodells wird als Maß für die aktuelle
Belastung des Materials verwendet. Da für die Entfestigungsfunktion im Fall der maximalen
Belastung stets η = 1 gelten soll, wird das Maximum von ψ0 in der Geschichte des Materials
als Maß für die maximale Belastung verwendet:
η = η (ψ0, ψmax) , mit ψmax := max {ψ0 (τ) , τ ≤ t} . (4.285)
Argumente der Gleichgewichtsthermodynamik liefern zudem die zweite Piola-Kirchhoff-
Spannung als partielle Ableitung der freien Energie nach dem rechten Cauchy-Green-Tensor:
T˜ = 2∂ρ˜ψOR
∂C
= 2η∂ρ˜ψ0
∂C
= η T˜ 0 . (4.286)
Dieser Ausdruck ist die gewünschte Form des pseudo-elastischen Materialmodells. Mit Hilfe der
Bestimmungsgleichungen (4.284) und (4.286) können die thermodynamischen Eigenschaften
des Modells abgeleitet werden. Dazu wird der Ansatz für die freie Energie in die Clausius-
Duhem-Ungleichung (2.36) eingesetzt:
ρ˜D = 12 T˜ ··
4
C − ρ˜
.
ψOR =
1
2 T˜ ··
4
C − ∂ρ˜ψOR
∂C
·· 4C − ∂ρ˜ψOR
∂η
.
η
=
(
1
2 T˜ − η
∂ρ˜ψ0
∂C
)
·· 4C − ρ˜
(
ψ0 +
∂φ
∂η
)
.
η (4.287)
Einfügen der Bedingungen (4.284) und (4.286) führt bei diesem Ansatz direkt auf eine Dissipati-
on D = 0. Dies bedeutet, dass die Energie, die zum Entfestigen benötigt wurde, nicht dissipiert
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und in Wärme umgewandelt sondern im Material gespeichert wird. Dies steht im Gegensatz
zu allen etablierten mikromechanischen Theorien, die vorhersagen, dass der Mullins-Effekt (zu-
mindest teilweise) dissipativ ist. Auch experimentelle Untersuchungen bestätigen, dass durch
die Entfestigungseffekte Energie dissipiert wird (Samaca Martinez u. a. (2014)). Aus diesem
Grund wird in Ogden u. Roxburgh (1999) eine „Dissipationsrate“ (die eine physikalische Größe
repräsentiert, die äquivalent zur Dissipation D ist) als die Rate der verbleibenden Energie, die
im Material durch die Entfestigungseffekte akkumuliert, definiert. Für die zwei Entfestigungs-
funktionen, die in Ogden u. Roxburgh (1999) und Dorfmann u. Ogden (2004) vorgeschlagen
werden, kann gezeigt werden, dass diese Dissipationsrate nichtnegativ ist, woraus die Autoren
thermodynamische Konsistenz folgern. Diese positive Dissipation folgt jedoch nicht aus der
Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung (2.36). Des Weiteren kann aus dieser Ana-
lyse nur schwer abgeleitet werden, unter welchen Bedingungen an die Entfestigungsfunktion
thermodynamische Konsistenz gewährleistet werden kann. Diese Nachteile werden mit dem in
Abschnitt 4.5.4 beschriebenen Ansatz für die freie Energie vermieden.
Um das Verhalten des Ogden-Roxburgh-Modells zu verdeutlichen, wird ein einfacher Scher-
test durchgeführt. Für eine Orthonormalbasis {ex, ey, ez} wird folgender Deformationsgradient
F definiert:
F := I + k (t) ex ◦ ey . (4.288)
Für den zeitlichen Verlauf der Scherdeformation k (t) wurde folgende Form angenommen (vgl.
Abbildung 4.9):
k (t) := 12 kˆ
[
1− exp
(
− t
τ
)]
(1− cos(ωt)) . (4.289)
Als Basismodell wird das Neo-Hooke-Modell verwendet, die Entfestigungsfunktion wird analog
zu Ogden u. Roxburgh (1999) definiert:
ρ˜ψ0 :=C10
(
C¯ ·· I − 3
)
, (4.290)
T˜ 0 =2C10
(
C¯
)′ · C 1, (4.291)
η :=1− 1
r
erf
[ 1
m
(ψmax − ψ0)
]
. (4.292)
Die Materialparameter werden zu C10 = 1MPa, r = 1 und m = 1MPa gesetzt. In Abbil-
Abbildung 4.9: Zeitlicher Verlauf der Scherdeformation k (t), die zum Test des Modells von
Ogden u. Roxburgh (1999) verwendet wird.
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dung 4.10 ist die erste Piola-Kirchhoff-Spannung Tyx über der Scherdehnung k dargestellt.
Die obere gestrichelte Kurve beschreibt das jungfräuliche Verhalten des Neo-Hooke-Modells.
Diese Spannung wird vom pseudo-elastischen Modell berechnet, wenn die aktuelle Belastung
der maximalen Belastung in der Geschichte des Materials entspricht. Bei Unterschreitung des
Maximalwerts der Belastung wird die Spannung durch die Entfestigungsfunktion η mit einem
Wert im Bereich von 0 ≤ η < 1 skaliert. Die Spannung bei Entlastung und Wiederbelastung
entspricht den unteren durchgezogenen Linien. Die Fläche zwischen dem jungfräulichen Belas-
tungspfad und dem Entlastungspfad kann bei den betrachteten isothermen Prozessen als die
durch Entfestigung dissipierte Energie interpretiert werden. Die in Ogden u. Roxburgh (1999)
vorgeschlagene freie Energie sagt jedoch vorher, dass diese Energie nicht dissipiert und in Wär-
me umgewandelt sondern im Material gespeichert wird, was direkt aus Gleichung (4.287) folgt.
Dieser Umstand ist auf der rechten Seite von Abbildung 4.10 dargestellt. In diesem Diagramm
wird die freie Energie ψOR über der Zeit aufgetragen. Offensichtlich entsteht nach Entlastung
Abbildung 4.10: Links: Darstellung der ersten Piola-Kirchhoff-Spannung Tyx eines pseudo-
elastischen Modells für einen einfachen Schertest mit steigender Amplitude
(es wird das Schermaß k (t) nach Gleichung (4.289) verwendet, vgl. Abbildung
4.9); Rechts: Entwicklung der freien Energie ψOR des Ogden-Roxburgh Mo-
dells nach Gleichung (4.283) sowie des Maßes ψmax (t) = max {ψ0 (τ) , τ ≤ t}
für die maximale Deformation in der Geschichte des Materials.
in die Ausgangskonfiguration (d.h. k = 0) ein nicht verschwindender Wert für die freie Energie
ψOR. Dieser verbleibende Wert entspricht der zum Entfestigen des Materials nötigen Energie.
4.5.3 Das Modell von Elias-Zuniga und Beatty
Elías-Zúñiga u. Beatty (2002) definieren ebenfalls ein pseudo-elastisches Modell nach Gleichung
(4.282). In deren Arbeit wird die Norm des Gestaltänderungsanteils des rechten Cauchy-
Green-Tensors als Maß m für die Belastungsintensität verwendet:
m =
∥∥∥C¯∥∥∥ = √C¯ ·· C¯, mmax (t) = max {m (τ) , τ ≤ t} . (4.293)
Im Modell von Elías-Zúñiga u. Beatty (2002) ist die pseudo-elastische Spannung ebenfalls durch
eine beliebige hyperelastische Spannung T˜ 0 und eine Entfestigungsfunktion η (m,mmax) defi-
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niert:
T˜ := η (m,mmax) T˜ 0 . (4.294)
Die Entfestigungsfunktion hat auch in diesem Modell die Eigenschaften, dass η (mmax,mmax) =
1 und 0 ≤ η (m,mmax) ≤ 1. Elías-Zúñiga u. Beatty (2002) betrachten keine thermodynami-
schen Charakteristiken ihres Modells, es wird jedoch festgestellt, dass der Entlastungs- und
Wiederbelastungspfad elastisch ist, so lange das Maximum der Belastungsintensität m nicht
überschritten wird10. Diese Aussage wird verwendet, um eine nachteilige Eigenschaft des Mo-
dells abzuleiten.
Nachdem das Maximum der Belastungsintensität erreicht wurde, ist die Variablemmax konstant
und das Materialverhalten ist elastisch in dem Sinn, dass die Spannung des Modells ausschließ-
lich von der aktuellen Deformation abhängt und keine Dissipation auftritt. Das Verhalten ist
jedoch nicht hyperelastisch, d.h. die im Material gespeicherte Energie hängt vom Belastungs-
pfad ab. Dies führt zu einem unphysikalischen Verhalten, was im Folgenden gezeigt wird. Dazu
wird ein Deformationsablauf C (t) , t ≥ t0 betrachtet, bei dem die Belastungsintensität m einen
vorher erreichten Wert mmax nicht überschreitet. Das Material verhält sich somit für t > t0
elastisch, d.h. die Dissipation D verschwindet. Folglich kann die freie Energie direkt durch
Integration der isothermen Clausius-Duhem-Ungleichung über der Zeit berechnet werden:
mmax = const. ⇒ ρ˜D = 0 = 12 T˜ ··
4
C− ρ˜
.
ψEB ⇒ ρ˜ψEB (τ) = ρ˜ψEB (t0)+
τ∫
t0
1
2 T˜ ··
4
Cdt .
(4.295)
Das Integral, das die freie Energie ψEB bestimmt, ist nur unabhängig vom Belastungspfad
C (t), wenn die Ableitung von T˜ nach dem rechten Cauchy-Green-Tensor C symmetrisch
ist (siehe bspw. Heuser (1991)):
ψEB (τ) = ψEB
(
C (τ) ,mmax
)
⇔ X ·· ∂ T˜
∂C
·· Y = Y ·· ∂ T˜
∂C
··X . (4.296)
Hierbei sind X und Y beliebige symmetrische Tensoren zweiter Stufe. Für das Modell von
Elías-Zúñiga u. Beatty (2002) ist dies nur für die Spezialfälle erfüllt, in denen die freie Energie
des Basismodells nur eine Funktion von m und keiner anderen Invariante ist. Schon bei dem
Neo-Hooke Modell ist die Integrabilitätsbedingung (4.296) jedoch verletzt. Ein numerisches
Beispiel wird im Folgenden vorgestellt. Als hyperelastisches Basismodell wird der Neo-Hooke
Ansatz verwendet (Gleichung (4.290) und (4.291)), die Entfestigungsfunktion wird von Elías-
Zúñiga u. Beatty (2002) übernommen:
η (m,mmax) = exp
(
−b√mmax −m
)
. (4.297)
Im folgenden numerischen Test wird C10 = 1MPa und b = 1 gesetzt. Um die Auswirkungen
der Verletzung der Integrabilitätsbedingung zu zeigen, wird ein kombinierter Scher-Zug-Test
10“The unloading and reloading path is elastic so long as the magnitude of the strain does not exceed its
greatest previous value”
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analysiert. Für eine Orthonormalbasis {ex, ey, ez} wird der folgende inkompressible Deformati-
onsgradient F definiert:
F = λ (t) ex ◦ ex + 1√
λ (t)
(ey ◦ ey + ez ◦ ez) + k (t) ex ◦ ey . (4.298)
Der zeitliche Verlauf des Streckung λ und des Schermaßes k werden wie folgt definiert:
k (t) = 12 kˆ (sin(ωt) + 1) , (4.299)
λ (t) = 1 + 12 εˆ (1− cos(ωt)) . (4.300)
Als Belastungsparameter werden kˆ = 2, εˆ = 1 und ω = 2pi s−1 (d.h. die Periodendauer ist eine
Sekunde) verwendet. Die maximale Belastungsintensität mmax wird zu 7 gesetzt, dieser Wert
wird durch den definierten Deformationsablauf nicht erreicht. In Diagramm 4.11 ist die freie
Energie ψEB aus Gleichung (4.295) über der Zeit dargestellt. Da ψEB nur bis auf eine Kon-
stante definiert ist, wird ψEB (t0 = 0) = 0 verwendet. Offensichtlich wird die freie Energie des
Abbildung 4.11: Entwicklung der freien Energie ψEB des Modells von Elías-Zúñiga u. Beatty
(2002) nach einer großen Vordeformation für einen kombinierten Scher-Zug-
Test nach Gleichungen (4.298)-(4.300).
Materials in jedem Zyklus reduziert. Es wäre nach diesem Modell möglich, die im Material ge-
speicherte Energie unbeschränkt zu verringern, mit anderen Worten stellt dieses Material einen
unerschöpflichen Vorrat an Energie zur Verfügung, was bei realen physikalischen Vorgängen
nicht beobachtet wird.
4.5.4 Thermodynamische Konsistenz pseudo-elastischer Modelle
Um die Nachteile der freien Energie von Ogden u. Roxburgh (1999) und des Modells von Elías-
Zúñiga u. Beatty (2002) zu umgehen, wird ein veränderter Zugang vorgestellt. Um unphysi-
kalisches Verhalten ausschließen zu können, wird gefordert, dass das Verhalten nach Entlasten
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und bei Wiederbelastung hyperelastisch ist. Dies kann in einfacher Weise erreicht werden, in-
dem wie in Ogden u. Roxburgh (1999) die freie Energie ψ0 des Basismodells als Maß für die
Belastungsintensität verwendet wird:
T˜ = η (ψ0, ψmax) 2
∂ρ˜ψ0
∂C
, mit ψmax (t) := max {ψ0 (τ) , τ ≤ t} . (4.301)
Dies führt automatisch zu einem hyperelastischen Materialverhalten, wenn die maximale Be-
lastungsintensität unterschritten wird. Um dies zu zeigen, wird der Steifigkeitstensor im Fall
ψmax = const. untersucht. Die Symmetrie dieses Tensors ist eine hinreichende Bedingung für
die Integrabilität der freien Energie (vgl. Gleichung (4.296)). Differentiation von (4.301) ergibt
∂ T˜
∂C
= η∂ T˜ 0
∂C
+ T˜ 0 ◦ ∂η
∂C
= 2η∂
2ψ0
∂C2
+ 12
∂η
∂ψ0
T˜ 0 ◦ T˜ 0 . (4.302)
Dieser Tensor ist offensichtlich symmetrisch, folglich wird hyperelastisches Materialverhalten
bei Entlastung und Wiederbelastung erhalten.
Das zweite Ziel ist eine Herleitung der Konstitutivgleichungen durch eine direkte Auswertung
der Clausius-Duhem-Ungleichung ohne die Verwendung von Beziehungen aus der Gleichge-
wichtsthermodynamik (wie Gleichungen (4.284) und (4.286)).
Da die freie Energie ψ0
(
C
)
bis auf eine Konstante definiert ist, wird angenommen, dass im
unbelasteten Zustand die freie Energie verschwindet, d.h. ψ0
(
C = I
)
= 0 gilt. Die zentrale
Idee ist die Definition der folgenden freien Energie für das pseudo-elastische Materialmodell:
ψ (ψ0, ψmax) :=
ψ0∫
0
η (ξ, ψmax) dξ . (4.303)
Diese Definition führt sofort auf ψ (ψ0 = 0, ψmax) = 0, d.h. die freie Energie ist stets Null, wenn
sich das Material in der Ausgangskonfiguration befindet. Differentiation der freien Energie liefert
∂ψ (ψ0, ψmax)
∂ψ0
= η (ψ0, ψmax) . (4.304)
Die Zeitableitung der freien Energie kann dann mit Hilfe der Kettenregel und Gleichung (4.304)
erhalten werden:
ρ˜
.
ψ = ∂ρ˜ψ (ψ0, ψmax)
∂ψ0
.
ψ0 +
∂ρ˜ψ (ψ0, ψmax)
∂ψmax
.
ψmax
= η
∂ρ˜ψ0
(
C
)
∂C
·· 4C + ∂ρ˜ψ (ψ0, ψmax)
∂ψmax
.
ψmax
= η12 T˜ 0 ··
4
C + ∂ρ˜ψ (ψ0, ψmax)
∂ψmax
.
ψmax . (4.305)
Einsetzen in die Clausius-Duhem-Ungleichung (2.36) liefert
ρ˜D =
(1
2 T˜ −
1
2η T˜ 0
)
·· 4C − ∂ρ˜ψ
∂ψmax
.
ψmax ≥ 0 . (4.306)
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Diese Ungleichung ist für beliebige
4
C erfüllt, wenn die folgenden Bedingungen gelten:
T˜ = η T˜ 0 (4.307)
∂ρ˜ψ
∂ψmax
.
ψmax ≤ 0 . (4.308)
Gleichung (4.307) ist die gewünschte Gleichung für die Spannung des pseudo-elastischen Mo-
dells. Diese Gleichung wird nun erhalten, indem die Clausius-Duhem-Ungleichung nach Stan-
dardverfahren ausgewertet wird. Beziehungen aus der Gleichgewichtsthermodynamik sind nicht
nötig.
Ist zusätzlich die Ungleichung (4.308) erfüllt, ist die Dissipation stets nichtnegativ und ther-
modynamische Konsistenz ist sichergestellt. Im Folgenden wird angenommen, dass die Ent-
festigungsfunktion η (ψ0, ψmax) stetig und nach ψmax stetig differenzierbar ist. In diesem Fall
können Integration und Differentiation vertauscht werden und die linke Seite von Gleichung
(4.308) kann umformuliert werden:
∂ψ
∂ψmax
.
ψmax =
∂
∂ψmax
ψ0∫
0
η (ξ, ψmax) dξ
.
ψmax =
ψ0∫
0
∂η (ξ, ψmax)
∂ψmax
dξ
.
ψmax . (4.309)
Aufgrund der Definition der maximalen Belastungsintensität (Gleichung (4.301)) ist
.
ψmax stets
nichtnegativ. Eine hinreichende Bedingung für thermodynamische Konsistenz ist folglich
∂η (ψ0, ψmax)
∂ψmax
≤ 0 . (4.310)
Diese Bedingung kann einfach interpretiert werden: Jede Entfestigungsfunktion η (ψ0, ψmax),
die eine monoton fallende Funktion von ψmax für alle ψ0 ist, führt auf eine nichtnegative Dis-
sipation. Somit ist jede Funktion η (ψ0, ψmax) zulässig, die zu einem weiteren Entfestigen bei
größer werdenden maximalen Deformationen führt. Es kann leicht gezeigt werden, dass dies
für die in Ogden u. Roxburgh (1999) und Dorfmann u. Ogden (2004) vorgeschlagenen Entfes-
tigungsfunktionen erfüllt ist.
Ein Vergleich der freien Energie ψOR von Ogden u. Roxburgh (1999) (Gleichung (4.283)) und
der neu vorgeschlagenen Energie ψ aus Gleichung (4.303) für den Schertest, der in Abschnitt
4.5.2 dargestellt wurde, ist in Abbildung 4.12 dargestellt. Als Basismodell wurde Neo-Hooke
verwendet, die Entfestigungsfunktion ist in Gleichung (4.284) definiert. Es werden die gleichen
Material- und Deformationsparameter wie in Abschnitt 4.5.2 verwendet. Offensichtlich nimmt
die vorgeschlagene freie Energie (4.303) stets den Wert 0 an, wenn das Material entlastet ist,
d.h. es akkumuliert keine Restenergie im Material. Des Weiteren entspricht wie erwartet der
Unterschied zwischen den freien Energien ψOR und ψ der dissipierten Energie
∫ Ddt, die nach
Gleichung (4.308) aus der Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung erhalten wird.
4.5.5 Verallgemeinerung auf allgemeine Basismodelle
Das Konzept der pseudo-elastischen Materialmodelle kann auf allgemeine, thermodynamisch
konsistente Basismodelle erweitert werden. Sei
{
ψ0, T˜ 0, s0,D0
}
ein thermodynamisch konsis-
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Abbildung 4.12: Entwicklung der freien Energie ψOR des Ogden-Roxburgh Modells (Glei-
chung (4.283)), der maximalen freien Energie ψmax (t) = max {ψ0 (τ) , τ ≤ t}
und der in dieser Arbeit vorgeschlagenen freien Energie ψ nach Gleichung
(4.303) für einen einfachen Schertest. Der Unterschied zwischen den Energien
ψOR und ψ ist die dissipierte Energie
∫ Ddt.
tentes Materialmodell, d.h. ein Modell, das die Clausius-Duhem-Ungleichung für beliebige
thermodynamische Prozesse erfüllt:
ρ˜D0 = 12 T˜ 0 ··
4
C − ρ˜
( .
ψ0 + s0
.
T
)
≥ 0 . (4.311)
Es müssen keine Annahmen bezüglich der Struktur des Modells getroffen werden, beispielsweise
kann ein Modell, das durch innere Variablen beschrieben wird (wie in Coleman u. Gurtin (1967))
genauso um einen Entfestigungseffekt erweitert werden, wie ein Modell in funktionaler Form
(z.B. Coleman (1964)).
Die Größe ψmax (t) := max {ψ0 (τ) , τ ≤ t} sei das Maximum der freien Energie in der Geschichte
des Materials. Es sei zudem eine hinreichend glatte Entfestigungsfunktion η (ψ0, ψmax) ≥ 0
gegeben, so dass ∂η
∂ψmax
≤ 0. Dann ist das folgende Entfestigungsmodell thermodynamisch
konsistent:
ψ (ψ0, ψmax) =
ψ0∫
0
η (ξ, ψmax) dξ, (4.312)
T˜ = η T˜ 0, (4.313)
s = ηs0, (4.314)
D = ηD0 − ∂ψ
∂ψmax
.
ψmax ≥ 0. . (4.315)
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Der Beweis kann mit Hilfe der in den vorangegangenen Abschnitten dargestellten Zusammen-
hänge erfolgen. Die Zeitableitung der freien Energie ergibt sich zu
.
ψ = ∂ψ
∂ψ0
.
ψ0 +
∂ψ
∂ψmax
.
ψmax = η
.
ψ0 +
∂ψ
∂ψmax
.
ψmax . (4.316)
Ein Umstellen der Definition der Dissipation des Basismodells nach Gleichung (4.311) liefert
die Zeitableitung der freien Energie
.
ψ0:
ρ˜
.
ψ0 =
1
2 T˜ 0 ··
4
C − ρ˜s0
.
T − ρ˜D0 . (4.317)
Einsetzen von (4.317) und (4.316) in die Definition der Dissipation (vgl. (2.34)) und ein Sortieren
der Terme führt auf
ρ˜D =
(1
2 T˜ −
1
2η T˜ 0
)
·· 4C − ρ˜ (s− ηs0)
.
T (4.318)
+ ηρ˜D0 − ρ˜ ∂ψ
∂ψmax
.
ψmax . (4.319)
Die ersten beiden Terme auf der rechten Seite von Gleichung (4.318) verschwinden wegen (4.313)
und (4.314). Demnach muss für thermodynamische Konsistenz ausschließlich der verbleibende
Term in Zeile (4.319) nichtnegativ sein. Nach den Voraussetzungen sind die Entfestigungsfunkti-
on η und die Dissipation D0 des Basismodells stets nichtnegativ, wodurch folgende Abschätzung
getroffen werden kann:
D = ηD0 − ∂ψ
∂ψmax
.
ψmax ≥ − ∂ψ
∂ψmax
.
ψmax . (4.320)
Nach der Definition der maximalen Belastungsintensität ψmax ist deren Zeitableitung
.
ψmax im-
mer nichtnegativ. Es ist daher ausreichend zu zeigen, dass die partielle Ableitung der freien
Energie nach ψmax negativ ist. Da die Entfestigungsfunktion hinreichend glatt ist, können In-
tegration und Differentiation vertauscht werden. Aufgrund der Monotonieanforderung an die
Entfestigungsfunktion und der Monotonie des Integrals folgt
∂ψ
∂ψmax
= ∂
∂ψmax
ψ0∫
0
η (ξ, ψmax)dξ =
ψ0∫
0
∂η (ξ, ψmax)
∂ψmax
dξ ≤ 0 . (4.321)
Demnach besitzt das gesamte Entfestigungsmodell eine nichtnegative Dissipation und ist folg-
lich thermodynamisch konsistent.
Um den Beweis durchzuführen, ist es nicht notwendig, die von Ogden u. Roxburgh (1999)
eingeführte Struktur der Entfestigungsfunktion (4.282) zu verwenden. Als einzige Forderung
für thermodynamische Konsistenz verbleibt die Monotonie der Entfestigungsfunktion. Damit
kann gezeigt werden, dass einige Schädigungsmodelle einen Sonderfall der Entfestigungsmodelle
darstellen. Ist ein Schädigungsmodell von der Form
T˜ = (1− d) T˜ 0, d = d (ψmax) (4.322)
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gegeben, kann dies in ein äquivalentes Entfestigungsmodell umgewandelt werden, indem die
Entfestigungsfunktion η = 1 − d definiert wird. Dann ist die freie Energie des Entfestigungs-
modells
ψ =
ψ0∫
0
η (ξ, ψmax)dξ = ηψ0 = (1− d)ψ0 (4.323)
und somit analog zu der Form, die beispielsweise in Miehe (1995) hergeleitet wird. Gleicherma-
ßen ergibt sich die Dissipation nach Gleichung (4.315) zu
D = ηD0 − ∂ψ
∂ψmax
.
ψmax = (1− d)D0 + ψ0 ∂d
∂ψmax
.
ψmax = (1− d)D0 + ψ0
.
d , (4.324)
eine Form, die ebenso bekannt ist. Die Schädigungsmodelle (4.322) sind folglich eine Unter-
gruppe der Entfestigungsmodelle, bei denen die Entfestigungsfunktion nicht von der aktuellen
freien Energie des Basismodells sondern ausschließlich von deren Maximum in der Geschichte
abhängt.
Dieses verallgemeinerte Entfestigungsmodell kann auf das Dynamische-Netzwerk-Modell an-
gewandt werden, da dies thermodynamisch konsistent ist und zugehörige freie Energie leicht
zu berechnen ist. Außer der thermodynamischen Konsistenz sind dabei keinerlei Forderungen
an das Basisstoffgesetz zu stellen. Die thermodynamische Konsistenz des Gesamtmodells folgt
automatisch aus der Monotonie der Entfestigungsfunktion.
4.5.6 Eine spezielle Entfestigungsfunktion
Eine Entfestigungsfunktion, die den Mullins-Effekt quantitativ abbilden kann, hat die folgen-
de Gestalt:
η = ηm (ψmax) + (1− ηm (ψmax)) · exp
(
m1
[
ψ0
ψmax
− 1
])
(4.325)
Die Entfestigung wechselt bei diesem Ansatz somit zwischen einem minimalen Wert
η (ψ0 = 0) = ηm (ψmax) + (1− ηm (ψmax)) (4.326)
und dem Maximalwert 1 für ψ0 = ψmax.11 Die Funktion ηm (ψmax) hat folgende Gestalt:
ηm = m2 + (1−m2) · exp (−m3ψmax) . (4.327)
Es gilt somit ηm = 1 für ψmax = 0 sowie ηm = m2 für ψmax → ∞, d.h. mit größer werdender
Deformation führt dieser Ansatz zu einer stärkeren Entfestigung. Das Entfestigungsverhalten
wird durch die 3 Materialparameter m1,m2 und m3 bestimmt. Es zeigt sich am Beispiel von
SBR (siehe Abbildung 5.7), dass unabhängig von dem Alterungszustand die gleichen Parameter
mi verwendet werden können.
11Die freie Energie ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Bei der speziellen Formulierung (4.325)
hängt das Verhalten jedoch davon ab, welchen Absolutwert die freie Energie ψ0 bzw. deren Maximum ψmax
annimmt. Aus diesem Grund muss in die Entfestigungsfunktion eine eindeutige freie Energie eingesetzt werden,
z.B. die, für welche zu Beginn des betrachteten Alterungsprozesses ψ0 (0) = 0 gilt.
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Es kann zudem gezeigt werden, dass die partielle Ableitung der Entfestigungsfunktion η nach
ψmax negativ ist, wenn m1 ≥ 0, m2 ≤ 1 und m3 ≥ 0 gilt, das Materialmodell ist folglich
für diesen Parameterbereich thermodynamisch konsistent. Damit η ≥ 0 garantiert wird, muss
außerdem m2 ≥ 0 gewählt werden.
4.6 Zusammenfassung der konstitutiven Gleichungen
Unter der Annahme, dass der Diffusionskoeffizient nicht vom Alterungszustand abhängt, die
Randbedingungen konstant und der Verbrauch von Substrat und Alterungsschutzmittel klein
sind, wird das chemische Problem durch die folgenden Gleichungen bestimmt:
0 = D∆ξO2 −
k¯1ξO2
1 + β2ξO2
, n · ∇ξO2 = 0 für x ∈ ∂Ωf , ξO2 = 1 für x ∈ ∂Ωξ (4.328)
Aus der Sauerstoffverbrauchsrate kann nach Gleichung (4.162) auf die Konzentration der Per-
oxiradikale geschlossen werden:
ξROO• = β3
β1ξO2
1 + β2ξO2
. (4.329)
Mit Definition der dimensionslosen Parameter
αv =
k¯v
k¯1
β1β3 und αs =
k¯s
k¯1
β1β3 (4.330)
können damit die Entwicklungsgleichungen der Versteifungs- und Erweichungsfunktion µ und
ν wie folgt angegeben werden (vgl. Gleichungen (4.279) und (4.275)):
.
µ
µ
= αv
k¯1ξO2
1 + β2ξO2
, µ (0) = 1;
.
ν
ν
= −αs k¯1ξO21 + β2ξO2
, ν (0) = 1 . (4.331)
Über die Materialfunktionen µ und ν beeinflusst die Lösung des chemischen Problems das me-
chanische Verhalten des Materials, welches durch das Dynamische-Netzwerk-Modell modelliert
wird. Hier wird der einfache Ansatz, der in Abschnitt 4.3.1 beschrieben wird, dargestellt:
ψ¯ = C10µν
(
C¯ ·· C 11 − 3
)
, ψmax (t) = max
{
ψ¯ (τ) , τ ≤ t
}
(4.332)
η = ηm (ψmax) + (1− ηm (ψmax)) · exp
(
m1
[
ψ¯
ψmax
− 1
])
(4.333)
ηm = m2 + (1−m2) · exp (−m3ψmax) (4.334)
T˜ = 2ηC10µν
(
C 11 · C¯
)′ · C 1 − J3pC 1 (4.335)
4
C 11 =
.
µ
µ
(
C¯ 1 − C 11
)
, C 11 (0) = I . (4.336)
Die in den Abschnitten 4.3.1, 4.3.2 und 4.3.3 beschriebenen nichtlinearen Materialgesetze kön-
nen in analoger Weise verwendet werden.
Kapitel 5
Parameteridentifikation
Die Zusammenfassung des chemisch-mechanisch gekoppelten Modells in Abschnitt 4.6 zeigt,
welche Parameter das Modellverhalten bestimmen und daher aus Experimenten identifiziert
werden müssen. Um das chemische Problem lösen zu können, müssen der Diffusionskoeffizient
von Sauerstoff in dem Elastomer sowie die Reaktionsparameter k¯1 und β2 bekannt sein. Das
mechanische Verhalten wird durch die Parameter mi, die den Mullins-Effekt beeinflussen,
bestimmt. Des Weiteren müssen freie Parameter in der Ansatzfunktion für die freie Energie
bestimmt werden (z.B. C10 im Fall des Modells (4.207)). Die Kopplung zwischen der Verän-
derung des mechanischen Verhaltens und der chemischen Prozesse wird durch die Material-
funktionen µ und ν bestimmt. Für den Fall, dass ausschließlich oxidative Prozesse zu einer
Spaltung von Vernetzungsstellen und einer Neuvernetzung führen, werden die Versteifungs-
bzw. Erweichungsfunktion durch die Differentialgleichungen (4.331) und (4.275) bestimmt. Bei
der Parameteridentifikation müssen daher die Proportionalitätsfaktoren αv und αs berechnet
werden.
5.1 Sauerstoffdiffusionskoeffizient und Löslichkeit
Zur Identifikation des Diffusionskoeffizienten und der Löslichkeit wird eine experimentelle An-
ordnung verwendet, die bei Freudenberg New Technologies SE & Co. KG vorhanden ist. Bei
diesem Versuch werden zwei Kammern durch eine Membran der Dicke d getrennt, deren Diffusi-
onsverhalten bestimmt werden soll. In einem ersten Schritt werden beide Kammern evakuiert,
um in der Membran gelöstes Gas zu eliminieren. Nach einer definierten Wartezeit wird die
obere Kammer mit einem hohen konstanten Druck beaufschlagt, die untere Kammer bleibt
vorerst evakuiert. Die einsetzenden Diffusionsprozesse führen in der unteren Kammer zu einem
Druckanstieg, der gemessen und über der Zeit aufgetragen wird. Der prinzipielle Aufbau und
ein typischer Verlauf des Druckanstiegs sind in Abbildung 5.1 dargestellt. Das Problem ist in
guter Näherung eindimensional, wenn die Fläche, an der die Membran eingespannt wird, gegen-
über der begasten Fläche vernachlässigt werden kann. In diesem Fall ist die Gaskonzentration
c ausschließlich eine Funktion der Zeit t und der Position x in der Membran.
Der Druck pu in der unteren Kammer ist proportional zu der Stoffmenge n, die durch die Mem-
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Abbildung 5.1: Schematischer Aufbau der Permeationsanlage bei FTI. Zwei Kammern werden
durch die zu vermessende Probe voneinander getrennt. Der zeitliche Verlauf
des Druckanstiegs in der unteren Kammer liefert Informationen über wichtige
Parameter des Diffusionsproblems.
bran diffundiert ist. Die Proportionalitätskonstante wird durch das ideale Gasgesetz über das
Volumen Vu, die Temperatur Tu sowie die allgemeine Gaskonstante R bestimmt. Eine Ableitung
nach der Zeit führt unter isothermen Bedingungen auf
.
pu =
RTu
Vu
.
n . (5.1)
Die Stoffmengenrate .n ergibt sich aus der Integration des Stoffflusses über die Fläche der Un-
terseite der Membran. Der Stofffluss kann aus dem Produkt des Stoffflussvektors mit dem
Normalenvektor der Unterseite der Membran berechnet werden. Nach dem Fickschen Gesetz
ist der Stoffflussvektor das Produkt aus Diffusionskoeffizient D und dem negativen Konzen-
trationsgradienten −∇c. Da von einer eindimensionalen Diffusion ausgegangen wird, ist der
Konzentrationsgradient an der Unterseite örtlich konstant und die Integration kann durch eine
Multiplikation mit der Membranfläche AM ersetzt werden:
.
n =
∫
AM
−D∇c · ndA = −AMD ∂c
∂x
∣∣∣∣∣
x=d
. (5.2)
Durch Kombinieren der Gleichungen (5.1) und (5.2) ergibt sich folgende Zeitableitung des
Druckanstiegs in der unteren Kammer:
.
pu = −RTuAM
Vu
D
∂c
∂x
∣∣∣∣∣
x=d
=: −χpD ∂c
∂x
∣∣∣∣∣
x=d
. (5.3)
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Die Proportionalitätskonstante χp kann entweder durch Ausmessen des Volumens Vu, der Flä-
che AM und der Temperatur Tu oder durch Kalibrierung bestimmt werden.
Die Gleichung (5.3) enthält den Konzentrationsgradienten ∂c
∂x
∣∣∣
x=d
an der Unterseite der Mem-
bran, der im Allgemeinen durch Lösung des Diffusionsproblems berechnet werden muss. Dieses
wird durch folgende Differentialgleichung und Randbedingungen bestimmt:1
.
c = D∂
2c
∂x2
, c (0) = Spo, c (d) = Spu . (5.4)
Die Randbedingungen werden durch den Druck po in der oberen Kammer, den Druck pu in der
unteren Kammer sowie durch die die Löslichkeit S festgelegt.
Falls die Membran nur wenig durchlässig und damit .pu klein ist (was bei Elastomeren im
Allgemeinen der Fall ist), stellt sich nach einer Einlaufzeit ein örtlich nahezu konstanter Kon-
zentrationsgradient ein. Dieser kann mit Hilfe der Membrandicke d aus den Drücken in den
Kammern berechnet werden:
∂c
∂x
∣∣∣∣∣
x=d
= Spu − po
d
. (5.5)
Einsetzen in Gleichung (5.3) führt auf folgende Beziehung:
.
pu = χpSD
po − pu
d
⇔ SD =
.
pud
χp (po − pu) . (5.6)
Im stationären Zustand kann damit der sogenannte Permeationskoeffizient P := SD aus den
experimentellen Daten für po, pu und
.
pu bestimmt werden.
Um die Löslichkeit S und den Diffusionskoeffizienten D separat bestimmen zu können, wird die
transiente Einlaufphase benötigt. Analytisch ist eine Auswertung möglich, wenn das in Crank
(1975) vorgestellte “time-lag”-Verfahren verwendet wird. Mit dessen Hilfe kann aus der Dauer
der Einlaufphase der Diffusionskoeffizient bestimmt werden.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein alternativer Zugang verwendet, der die Parameter durch
Lösung eines Fehlerquadratminimumproblems identifiziert. Dazu wird das Diffusionsproblem
(5.4) numerisch gelöst, wobei als Randbedingungen die aus dem Experiment ermittelten Drücke
verwendet werden. Nach erfolgter Simulation ist für jeden Zeitpunkt ein Wert für den Konzen-
trationsgradienten an der Unterseite der Membran verfügbar, mit dessen Hilfe der theoretische
Druckanstieg nach Gleichung (5.3) berechnet werden kann. Dieser zeitliche Verlauf von .pu kann
mit dem tatsächlich im Experiment gemessenen Verlauf verglichen und die Parameter S und D
so angepasst werden, dass die Abweichung minimal wird. Um das Optimierungsproblem zu lö-
sen, wird einGauss-Newton-Verfahren mit Trust-Region Globalisierungsstrategie verwendet.
In Abbildung 5.2 ist ein Vergleich einer simulierten und einer gemessenen Druckanstiegskurve
abgebildet. Offensichtlich ist es sehr gut möglich, Experiment und Simulation in Übereinstim-
mung zu bringen.
1Reaktionen können bei dünnen Proben bzw. niedrigen Temperaturen vernachlässigt werden.
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Abbildung 5.2: Parameteridentifikation: Anpassung eines Simulationsmodells an Permeations-
messungen (Experiment: FTI).
5.2 Sauerstoffverbrauch
Wie in Abschnitt 4.1.4 gezeigt wird, ist die Menge des verbrauchten Sauerstoffs eine zentrale
Kenngröße, um den Ablauf der Oxidationsreaktionen während der Alterung und deren Auswir-
kung auf das mechanische Verhalten zu quantifizieren. Im Folgenden werden Verfahren darge-
stellt, die in der Lage sind, diese wichtige Größe zu messen.
5.2.1 Direkte Messung
UOC-Verfahren und Respirometrie
Zur direkten Messung des Sauerstoffverbrauchs haben sich besonders zwei Verfahren etabliert,
die auf der Messung der Abnahme der Sauerstoffkonzentration im Umgebungsmedium basieren.
Bei diesen Verfahren wird eine definierte Menge des zu vermessenden Materials in einer abge-
schlossenen Kammer platziert und unter bestimmten Bedingungen (Zeit, Temperatur, anfängli-
cher Sauerstoffpartialdruck) gealtert. Die “ultrasensitive oxygen consumption” (UOC) genann-
te Methode misst die Abnahme der Sauerstoffkonzentration des Umgebungsmediums mit Hilfe
chromatographischer Methoden (Wise u. a. (1995)). Um auch sehr kleine Sauerstoffverbräuche
messen zu können, werden alternativ sogenannte Respirometer verwendet, die ursprünglich zur
Messung des Sauerstoffverbrauchs durch die Atmung von Kleinstlebewesen entworfen wurden
(Assink u. a. (2005); Steinke u. a. (2011); Herzig u. a. (2014)). Die Respirometrie ist bedeutend
sensitiver und unterliegt nach Angaben der Autoren weniger experimentellen Unsicherheiten als
die UOC-Methode und ist daher bevorzugt anzuwenden. Mit Hilfe dieser Verfahren können sehr
kleine Sauerstoffverbräuche gemessen werden, auch solche, die typischerweise bei Raumtempe-
ratur auftreten. Sind die Sauerstoffkonzentrationen in der abgeschlossenen Kammer vor und
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nach erfolgter Alterung bekannt, kann auf die Menge des verbrauchten Sauerstoffs geschlossen
werden.
Die Menge des vom Elastomer verbrauchten Sauerstoffs und damit die Änderung der Stoffmenge
∆nO2 in der Messkammer kann unter Annahme einer linearen Reaktion mit Geschwindigkeit k¯1
(vgl. Gleichung (4.160)) durch Integration über das Elastomervolumen Ve und die Alterungszeit
ta berechnet werden:
∆nO2 =
ta∫
0
∫
Ve
k¯1cO2dVdt . (5.7)
Durch Ableitung nach der Zeit kann folgende äquivalente Ratengleichung gefunden werden:
(∆nO2)
. =
∫
Ve
k¯1cO2dV , ∆nO2 (t = 0) = 0 . (5.8)
Es wird im Folgenden angenommen, dass der DiffusionskoeffizientD nicht von der Alterungszeit
abhängt und die Probe membranförmig ist (mit Fläche A und einer Dicke 2d, die viel kleiner
als die übrigen Abmessungen ist). Die interessierende stationäre Lösung des bestimmenden
eindimensionalen Diffusionsproblems ergibt folgende Konzentration in Abhängigkeit von der
Position x innerhalb der Membran (vgl. Gleichung (A.9)):
cO2 (x, t) = cO2 (x = d, t)
exp
[√
k¯1
D
x
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
x
]
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
] (5.9)
Die Konzentration an der Oberseite der Membran cO2 (x = d, t) ergibt sich aus dem Produkt der
Löslichkeit S und dem Sauerstoffpartialdruck p in dem Umgebungsmedium. Dieser kann mit
Hilfe des Gasvolumens in der Messkammer Vg, der allgemeinen Gaskonstante R, der absoluten
Temperatur T und der Stoffmenge des in der Umgebung vorhandenen Sauerstoffs nach dem
allgemeinen Gasgesetz zu
p (t) = nO2 (t)RT
Vg
=
(
n0O2 −∆nO2 (t)
)
RT
Vg
(5.10)
berechnet werden. Einsetzen in Gleichung (5.8) und Ausführen der Integration über das Mem-
branvolumen ergibt folgenden Ausdruck für die Zeitableitung der Stoffmengenänderung ∆nO2 :
(∆nO2)
. = 2A
d∫
0
k¯1S
nO2 (t)RT
Vg
exp
[√
k¯1
D
x
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
x
]
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
]dx
= k¯1
Ve
Vg
SRT
√
D
k¯1d2
tanh
√ k¯1
D
d
 (n0O2 −∆nO2 (t)) . (5.11)
Nach Definition der Größe
κ := Ve
Vg
SRT k¯1
√
D
k¯1d2
tanh
√ k¯1
D
d
 (5.12)
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kann die Lösung der Differentialgleichung (5.11) wie folgt angegeben werden:
∆nO2 (t)
n0O2
= (1− exp [−κt]) (5.13)
Wird die Änderung der Stoffmenge des Sauerstoffs in der Messkammer für verschiedene Zeiten
bestimmt, kann aus den Experimenten ein Wert κexp für κ ausgelesen werden. Die nichtlineare
Gleichung
κexp :=
Ve
Vg
SRT k¯1
√
D
k¯1d2
tanh
√ k¯1
D
d
 (5.14)
kann nach k¯1 aufgelöst werden, da alle anderen Größen durch separate Messungen bestimmt
werden können.
Im Fall, dass die Probe flach ist bzw. die Reaktion verglichen zu den Diffusionsprozessen sehr
langsam abläuft, gilt
√
D
k¯1d2
tanh
[√
k¯1
D
d
]
≈ 1, so dass die Reaktionsgeschwindigkeit direkt be-
rechnet werden kann. Dies ist genau dann der Fall, wenn der DLO-Effekt in diesem Experiment
eine untergeordnete Rolle spielt und die Sauerstoffkonzentration homogen in der Membran ver-
teilt ist.
Mit Hilfe dieser Verfahren können auch Parameter eines nichtlinearen Reaktionsgesetzes der
Form (4.156) bestimmt werden, indem Experimente bei verschiedenen Sauerstoffpartialdrücken
(und damit Stoffmengen n0O2) durchgeführt werden (Wise u. a. (1995)).
Thermogravimetrie
Eine weitere Möglichkeit der Messung des Sauerstoffverbrauchs ist die Thermogravimetrie. Bei
diesem Verfahren wird die Menge des verbrauchten Sauerstoffs nicht durch Analyse des Um-
gebungsmediums sondern durch eine Messung der Massenzunahme des Probekörpers selbst
gemessen.
In dem Fall, dass weitere Massenzu- und -abnahmen ausgeschlossen werden können, ist die zeit-
liche Änderung der Masse .me eines mit Sauerstoff reagierenden Elastomerkörpers proportional
zu der Stoffmenge des verbrauchten Sauerstoffs. Die Proportionalitätskonstante ist die Molare
Masse MO2 ≈ 32 gmol des Sauerstoffs:2
.
me = MO2
∫
Ve
k¯1cO2dV (5.15)
Da die Abmessungen des Probekörpers meist sehr klein gewählt werden, spielt der DLO-Effekt
keine Rolle. Zudem kann der Sauerstoffpartialdruck des Umgebungsmediums als konstant an-
genommen werden, da das Experiment nicht in einem kleinen verschlossenen Gefäß stattfindet.
Mit der Dichte ρe des Elastomers kann die zeitliche Änderung der Elastomermasse bezogen auf
sich selbst zu .
me
me
= MO2
ρe
k¯1cO2 (5.16)
2Auch bei den folgenden Herleitungen wird eine lineare Reaktion mit Geschwindigkeit k¯1 angenommen.
98 5 Parameteridentifikation
angegeben werden. Die Sauerstoffkonzentration ergibt sich hier aus dem Produkt von Lös-
lichkeit S und Sauerstoffpartialdruck p des Umgebungsmediums. In Abbildung 5.3 ist für ein
Experiment bei 140 ◦C die Größe .me/me dargestellt.
Anhand der experimentellen Daten wird ein großer Nachteil dieser Messungen deutlich. Für
Abbildung 5.3: Thermogravimetrie: Messung der Massenänderung einer Elastomerprobe bei
Alterung unter 140 ◦C (Experiment: DIK). Die Größe m˙e
me
, die proportional zur
Rate des Sauerstoffverbrauchs ist, ist nach einem anfänglichen Massenverlust
konstant.
kleine Zeiträume (bis ca. 2 h) ist der starke Einfluss eines Massenverlustes zu erkennen, was
durch z.B. den Verlust von Weichmacher oder Alterungsschutzmittel hervorgerufen werden
kann. Der zeitliche Verlauf sowie Höhe dieses Massenverlustes ist unklar, insbesondere während
der interessanten stationären Phase, in der .me/me konstant ist. Dieser Anteil kann auch nicht
in einem separaten Experiment unter Sauerstoffausschluss bestimmt werden, da ein Massenver-
lust auch durch Ausdampfen von Wasser als Oxidationsprodukt entsteht (vgl. Reaktion (4.65)).
Teilweise wird versucht, die Massenabnahme einem Verlust an niedermolekularen Bestandteilen
zuzuschreiben und dies in die Identifikation chemischer Parameter einzubeziehen (z.B. Rychly
u. a. (1997)). Sollte sich wie im vorliegenden Fall ein stationärer Zustand einstellen, ist jedoch
eine eindeutige Separation von Massenverlust und Massenzunahme nicht möglich.
Die Genauigkeit dieses Verfahrens ist stark durch die Genauigkeit der Wägung beschränkt.
Aus diesem Grund werden Messungen oft bei stark erhöhten Temperaturen durchgeführt, so
dass während vergleichsweise kurzer Zeiten eine deutlich messbare Massenzunahme stattfin-
det. Eine Messung des Sauerstoffverbrauchs bei Raum- bzw. Einsatztemperatur, wie dies bei
den Messungen mittels UOC oder Respirometrie der Fall ist, ist nicht denkbar. Daher müssen
die bei diesem Verfahren erhaltenen Werte für den Sauerstoffverbrauch sehr weit zu tieferen
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Temperaturen hin extrapoliert werden, was zusätzliche Unsicherheiten induziert. Aus diesen
Gründen ist die Thermogravimetrie als Verfahren zur Messung des Sauerstoffverbrauchs nur
bedingt anwendbar.
5.2.2 Indirekte Messung
Die bisher vorgestellten Verfahren messen die Menge an Sauerstoff, die durch das Elastomer ver-
braucht wird, woraus direkt eine Reaktionsgeschwindigkeit bestimmt werden kann. Es existieren
jedoch auch indirekte Methoden zur Bestimmung einer Reaktionsgeschwindigkeit, welche die
durch den DLO-Effekt hervorgerufenen Inhomogenitäten ausnutzen. Bei diesen Verfahren wer-
den inhomogene Verteilungen von Materialeigenschaften durch oxidative Alterung bestimmt.
Aus dem Grad der Inhomogenität kann auf eine Reaktionsgeschwindigkeit geschlossen werden.
In den folgenden Herleitungen wird eine lineare Abhängigkeit der Sauerstoffverbrauchsrate
von der Sauerstoffkonzentration nach Gleichung (4.160) angenommen. Bei dem Diffusions-
/Reaktionsproblem wird von einem stationären Zustand ausgegangen (vgl. Abschnitt 4.1.6),
so dass unter isothermen Bedingungen die Menge des reagierten Sauerstoffs durch das Produkt
aus Alterungszeit und lokal vorherrschender Sauerstoffkonzentration bestimmt wird. Anaerobe
Alterungsvorgänge werden vernachlässigt.
Alterungsprofile
In den Arbeiten von Wise u. Gillen (1997) werden an inhomogen gealterten Proben lokal Här-
temessungen durchgeführt, um Informationen über die lokal vorherrschende Steifigkeit zu er-
halten. Die so gemessenen Härteprofile zeigen eine starke Versteifung in äußeren Bereichen, in
denen genügend Sauerstoff während der Alterung vorhanden war. In inneren Bereichen hingegen
ist eine signifikant geringere Zunahme der Steifigkeit aufgrund des DLO-Effekts zu beobach-
ten. An verschiedenen Elastomeren wird gezeigt, dass ein Diffusions-/Reaktionsmodell die sich
einstellenden Profile sehr gut abbilden kann. Die Diffusions- und Reaktionsparameter wurden
dabei durch die in den vorangegangenen Abschnitten dargestellten Experimente identifiziert.
Die gute Abbildbarkeit der Härteprofile legt nahe, eine alternative Identifikationsstrategie zu
verfolgen, die direkt bei der Messung mechanischer Kenngrößen wie einer Härte oder Steifigkeit
ansetzt. Ein solcher Zugang wird beispielsweise in Nasdala (2005) vorgeschlagen. Zur Demons-
tration des prinzipiellen Vorgehens wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein analytisches
Verfahren für Stoffe hergeleitet, für die ein lineares Reaktionsgesetz gültig ist und der Diffu-
sionskoeffizient unabhängig vom Alterungszustand angenommen werden kann. In diesem Fall
lautet die bestimmende Differentialgleichung für den interessierenden stationären Zustand (vgl.
Kapitel 4.1.6)
D∆ξO2 = k¯1ξO2 . (5.17)
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Die Änderung der lokalen Steifigkeit, die durch das Produkt µν bestimmt wird, ist proportional
zu der Menge des verbrauchten Sauerstoffs, d.h.
(µν).
µν
= αak¯1ξO2 ⇒ µν = exp
αa t∫
0
k¯1ξO2dt
 (5.18)
Für den Fall einer statischen, isothermen Ofenalterung, bei der die Sauerstoffkonzentration
zeitlich konstant ist, kann das Integral in der Exponentialfunktion wie folgt angegeben werden:
µν = exp
[
αak¯1ξO2t
]
(5.19)
Die lokale Steifigkeit µν ist folglich abhängig von der lokalen Sauerstoffkonzentration. Im Fall
des in Wise u. Gillen (1997) betrachteten Experiments an einer einfachen Membran der Dicke
2d, bei der das Diffusionsproblem in guter Näherung als eindimensional betrachtet werden kann,
ergibt sich folgende Lösung des Problems in Abhängigkeit von der Koordinate x (vgl. Anhang
A):
ξO2 (x) =
exp
[√
k¯1
D
x
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
x
]
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
] (5.20)
Der unbekannte Reaktionsparameter k¯1 kann nun bestimmt werden, was an den experimentel-
len Ergebnissen des Nitrilkautschuk aus Wise u. Gillen (1997) gezeigt wird. Werden die (auf
den jungfräulichen Zustand normierten) Steifigkeiten an der Außenseite des Materials (dort gilt
ξO2 = 1) bei verschiedenen Alterungszeiten und -temperaturen über der Zeit aufgetragen, kann
über den Anstieg der Parameter δ1 := k¯1αa identifiziert werden (vgl. Abbildung 5.4).
Um die Reaktionsgeschwindigkeit k¯1 bestimmen zu können, werden jedoch noch weitere Infor-
mationen benötigt. Diese können erhalten werden, indem die Steifigkeiten im Inneren über der
Zeit aufgetragen werden. Diese sind abhängig von der Sauerstoffkonzentration im Inneren, die
nach Gleichung (5.20) für x = 0 berechnet werden kann:
ξO2 (x = 0) =
2
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
] (5.21)
Somit ergibt sich die Steifigkeit in der Mitte der Membran zu
µν (x = 0) = exp
αak¯1
 2
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
]
 t
 . (5.22)
Der Parameter
δ2 := αak¯1
 2
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
]
 (5.23)
kann folglich ebenfalls aus Experimenten bestimmt werden. Der Quotient aus δ1 und δ2 ergibt
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Abbildung 5.4: Links: zeitlicher Verlauf der Härte im Innen- bzw. Außenbereich einer für unter-
schiedliche Dauern gealterten Probe (Experiment aus Wise u. Gillen (1997)).
Aus den Kurven werden die Parameter δ1 und δ2 identifiziert, die zur Bestim-
mung einer Reaktionsgeschwindigkeit verwendet werden können.
Rechts: Auftragung der Parameter δ1 und δ2 in einem Arrhenius-Diagramm.
einen Ausdruck, der unabhängig von dem unbekannten Parameter αa ist:
δ2
δ1
= 2
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
] ⇔ exp
√ k¯1
D
d
+ exp
−
√
k¯1
D
d
 = 2δ1
δ2
. (5.24)
Mit Hilfe der Substitution z := exp
[√
k¯1
D
d
]
kann gezeigt werden, dass dies für
√
k¯1
D
d = ln
δ1
δ2
+
√
δ1
δ2
− 1
 (5.25)
gilt, wodurch die Reaktionsgeschwindigkeit k¯1 in einfacher Weise bestimmt werden kann.3
Das hier beschriebene Auswerteverfahren ist zwar vergleichsweise einfach durchzuführen, hat
jedoch einen begrenzten Bereich, in dem genaue Ergebnisse erhalten werden können. Ungenaue
Ergebnisse werden erhalten, wenn die Sauerstoffkonzentration nahezu konstant über der Pro-
bendicke ist, d.h. wenn der DLO-Effekt keine Rolle spielt. Dies ist der Fall, wenn
√
k¯1
D
d << 1.
Dann gilt
ξO2 (x = 0) =
2
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
]
≈ 2
1 +
√
k¯1
D
d+ 1−
√
k¯1
D
d
= 1 ⇒ δ2 ≈ δ1, (5.26)
unabhängig vom tatsächlichen Wert der Reaktionsgeschwindigkeit k¯1.
3Es kann ebenfalls gezeigt werden, dass die zweite Lösung der entstehenden quadratischen Gleichung die
gleiche Lösung für die Reaktionsgeschwindigkeit liefert.
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In gleicher Weise wird das Verfahren ungenau, wenn die Reaktionsgeschwindigkeit so groß
ist, dass nahezu kein Sauerstoff die inneren Bereiche der Probe erreichen kann, d.h. wenn√
k¯1
D
d >> 1. Dann ist
ξO2 (x = 0) =
2
exp
[√
k¯1
D
d
]
+ exp
[
−
√
k¯1
D
d
]
≈ 2 exp
−
√
k¯1
D
d
 ≈ 0 ⇒ δ2 ≈ 0, (5.27)
wiederum unabhängig von dem tatsächlichen Wert der Reaktionsgeschwindigkeit k¯1. In Dia-
gramm 5.5 ist die Ableitung der Konzentration im Inneren der Probe nach folgendem dimensi-
onslosen Parameter κ¯, der proportional zur Reaktionsgeschwindigkeit ist, dargestellt:
κ¯ :=
√
k¯1
D
d . (5.28)
Nimmt die Ableitung einen hohen Wert an, ist das Verfahren besonders sensitiv, da eine geringe
Änderung von κ¯ und damit der Reaktionsgeschwindigkeit eine große Änderung des Parameters
δ2 bewirkt, was die Genauigkeit der Messung positiv beeinflusst. Ist die Ableitung hingegen
sehr klein, bewirkt eine große Änderung der Reaktionsgeschwindigkeit kaum eine Änderung in
δ2, das Messverfahren ist dann nicht sensitiv. Offensichtlich ist für die Sensitivität der Messung
Abbildung 5.5: Abschätzung der Genauigkeit der Identifikation einer Reaktionsgeschwindigkeit
anhand von Härtemessungen. Für hohe Werte von ∂ξO2 (x=0)
∂κ¯
ist das Verfahren
besonders sensitiv. Durch Einstellen des dimensionslosen Parameters κ¯ z.B. über
die Veränderung der Probekörperabmessung kann somit eine möglichst genaue
Messung erfolgen.
der Parameter κ¯ entscheidend, der neben der Reaktionsgeschwindigkeit noch durch die Dicke d
des Probekörpers bestimmt wird. Sind Näherungswerte für den Diffusionskoeffizienten und die
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Reaktionsgeschwindigkeit bekannt, kann die Dicke der Probe demnach so angepasst werden,
dass das Verfahren sehr sensitiv ist und möglichst genaue Ergebnisse liefert.
Die Genauigkeit dieses Verfahrens kann für hohe Reaktionsgeschwindigkeiten verbessert wer-
den, indem der gesamte Verlauf des Härteprofils zur Identifikation verwendet wird. In diesem
Fall ist jedoch darauf zu achten, dass der Gradient der Steifigkeit nicht zu groß ist, da andern-
falls die Genauigkeit der Härtemessungen stark abnimmt. Die Auswertung des Verlaufs des
Härteprofils kann prinzipiell auch verwendet werden, um Parameter eines nichtlinearen Reak-
tionsgesetzes zu identifizieren (wie beispielsweise k¯1 und β2 in Gleichung (4.158)). In diesem
Fall ist jedoch die Lösung der stationären Diffusionsgleichung selbst für einfache Geometrien
nicht analytisch möglich. Eine komplexe Parameteridentifikation, die ein numerisches Verfahren
zur Lösung der Differentialgleichung sowie ein nichtlineares Optimierungsverfahren beinhaltet,
muss in diesem Fall Anwendung finden.
Prinzipiell können Härtemessungen auch verwendet werden, um den Kopplungsparameter αa
zu berechnen, der den reagierten Sauerstoff mit der Steifigkeit des Netzwerks µν verbindet. Die
Methode ist jedoch sehr ungenau und kann auch nur bedingt Informationen über inelastische
Effekte wie den Mullins-Effekt liefern. Aus diesem Grund sollten Härtemessungen ausschließ-
lich zur Identifikation der Reaktionsgeschwindigkeit verwendet werden.
Dieses Vorgehen ist nur bei solchen Stoffen anwendbar, die zu einer signifikanten Änderung der
Steifigkeit während der Alterung neigen. Bei Stoffen, die ihre Steifigkeit während der Alterung
nur in geringem Maße verändern, kann dieses Verfahren nicht verwendet werden, um eine Reak-
tionsgeschwindigkeit zu bestimmen. In diesem Fall kann die Messung der lokalen Konzentration
von Oxidationsprodukten mit Hilfe von Infrarotspektroskopie eine Alternative bieten. Bei dieser
Messmethode wird das zu untersuchende Material mit einer Infrarotlichtquelle bestrahlt und
die nach Reflexion bzw. Transmission verbleibende wellenlängenabhängige Intensitätsverteilung
gemessen. Strahlung bestimmter Wellenlängen wird durch gewisse Molekülgruppen, abhängig
von deren Schwingungsmoden, besonders gut absorbiert (Hediger (1971)). Die Intensität der
reflektierten bzw. absorbierten Strahlung in einem Wellenlängenbereich beinhaltet daher In-
formationen über die Konzentrationen bestimmter Molekülgruppen, z.B. den Carbonyl- und
Hydroxylgruppen als typischen Oxidationsprodukten der Reaktionen (4.64) und (4.66).
In Celina u. a. (1998) und Celina u. a. (2000) wird gezeigt, dass lokal die Entwicklung von Oxida-
tionsprodukten bei inhomogen gealterten Proben mit Hilfe der Infrarotspektroskopie gemessen
werden kann. Vollkommen analog zu den Härteprofilen kann dann auf die örtlich unterschied-
lichen Oxidationsreaktionen geschlossen werden. Dieses Verfahren liefert genaue Ergebnisse,
wenn eine sogenannte Referenzbande existiert, deren Intensität über den gesamten Alterungs-
vorgang als konstant angenommen werden kann. Dies ist nicht bei allen Polymeren gegeben, für
Nitril- und Chloroprenkautschuk wurde dieses Verfahren jedoch erfolgreich angewandt (Celina
u. a. (1998, 2000)).
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Abbildung 5.6: Vergleich der experimentell bestimmten Härteprofile nach Wise u. Gillen (1997)
mit den berechneten Profilen für verschiedene Alterungsbedingungen. Für die
Parameteridentifikation wurden die Härte im Außenbereich und in der Mitte
des Probekörpers verwendet.
Inhomogen alternde Proben
Eine Reaktionsgeschwindigkeit kann alternativ identifiziert werden, indem weitere Auswirkun-
gen einer inhomogenen Alterung gezielt ausgenutzt werden. Aufgrund des DLO-Effektes kommt
es zu einer lokal unterschiedlichen Verteilung der Sauerstoffkonzentration und somit auch zu ei-
ner lokal unterschiedlich schnellen Relaxation bzw. Versteifung durch Neuvernetzung. Dadurch
relaxieren bzw. versteifen großvolumige Probekörper langsamer als kleine, aus einem Vergleich
zweier unterschiedlich dimensionierter Probekörper kann eine Reaktionsgeschwindigkeit iden-
tifiziert werden. Am Beispiel eines eindimensionalen Diffusions-/Reaktionsproblems wird dies
im folgenden Abschnitt verdeutlicht.
Eine Membran unter einachsigem Zug werde bei konstanter Deformation festgehalten. Die ein-
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setzenden Relaxationsprozesse hängen von der Erweichungsfunktion ν ab, die sich lokal abhän-
gig von der Sauerstoffkonzentration ergibt:
ν (x, t) = exp
[
−αsk¯1ξO2 (x) t
]
. (5.29)
Die Zugkraft F0, die benötigt wird, um den einachsigen Zug im ungealterten Zustand auf die
Membran aufzubringen, ergibt sich durch Integration einer lokal konstanten Spannung σ0 über
die Querschnittsfläche A der Membran:
F0 =
∫
A
σ0dA . (5.30)
Durch oxidative Prozesse nimmt die Spannung durch die Alterung, abhängig von der Erwei-
chungsfunktion ν, lokal unterschiedlich ab. Die Kraft F , die zum Aufrechterhalten der Defor-
mation der Membran nötig ist, kann somit wie folgt berechnet werden:
F =
∫
A
σdA =
∫
A
σ0ν (x) dA = F0 1
A
∫
A
ν (x) dA . (5.31)
Im Fall der eindimensionalen Diffusion durch eine Membran kann die Sauerstoffkonzentration
nach Gleichung (5.20) angegeben werden. Um eine analytische Formel für den Kraftverlauf an-
geben zu können, werden kleine Alterungszeiten betrachtet, so dass eine lineare Approximation
für die Exponentialfunktion, welche die Erweichungsfunktion ν bestimmt, verwendet werden
kann:
hier: ν = exp
[
−αsk¯1ξO2 (x) t
]
≈ 1− αsk¯1ξO2 (x) t . (5.32)
In diesem Fall kann die Lösung des Integrals (5.31) analytisch angegeben werden:
F (t) = F0
1− αsk¯1t
√
D
k¯1d2
tanh
√ k¯1
D
d
 . (5.33)
Bei einer homogenen Alterung der Probe ist der Term
√
D
k¯1d2
tanh
[√
k¯1
D
d
]
≈ 1, so dass der Para-
meter αsk¯1 direkt aus den Relaxationsverläufen abgelesen werden kann. Mit dieser Information
kann für einen dickeren Probekörper, bei dem der DLO-Effekt eine Rolle spielt, ebenfalls die
Relaxationszeit gemessen und so ein experimenteller Wert κexp bestimmt werden:
κexp =
√
D
k¯1d2
tanh
√ k¯1
D
d
 . (5.34)
Da alle weiteren Parameter durch separate Experimente bestimmbar sind, liefert die Lösung
der nichtlinearen Gleichung (5.34) die Reaktionsgeschwindigkeit k¯1.
Oftmals sind kleine Alterungszeiten für eine experimentelle Auswertung (z.B. aufgrund phy-
sikalischer Relaxationsprozesse) ungünstig. Zudem werden zumeist kompliziertere Geometrien
als Prüfkörper eingesetzt, wodurch eine analytische Lösung der Diffusionsgleichung oft nicht
möglich ist. Ein Identifikationsverfahren für diesen Fall muss dann die numerische Lösung des
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Diffusionsproblems, die numerische Integration zur Berechnung des Kraftabfalls nach Glei-
chung (5.31) sowie ein nichtlineares Optimierungsverfahren beinhalten, das den Parameter k¯1
so bestimmt, dass der Unterschied zwischen den gemessenen und den simulierten Relaxations-
verläufen F (t) minimiert wird.
Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dass es durch die Wahl der richtigen Abmessung des Probekör-
pers sehr sensitiv sein kann. Im Gegensatz zur Auswertung der Härteprofile ist diese Methode
nicht darauf angewiesen, dass das betrachtete Material seine Steifigkeit durch Oxidation signi-
fikant ändert.
Die Analyse solcher Verfahren ist ein interessantes zukünftiges Forschungsobjekt. Beispielswei-
se können die Geometrie und Deformation dahingehend optimiert werden, dass eine möglichst
sensitive Identifikation erfolgen kann. Bei einem axialsymmetrischen Torsionsprobekörper wer-
den äußere, stark alternde Bereiche mehr belastet als die inneren Bereiche. Die Verwendung
eines solchen Probekörpers könnte Sensitivitätsvorteile bei hohen Reaktionsgeschwindigkeiten
mit sich bringen.
Ein analoges Vorgehen vergleicht die Steifigkeit eines homogen gealterten Probekörpers mit der
eines inhomogen gealterten Probekörpers. In diesem Fall muss ähnlich wie in Gleichung (5.31)
das Produkt µν über die Probekörperfläche integriert werden. Analog zu der Identifikation an-
hand von Härteprofilen muss das Material jedoch zu einer signifikanten Steifigkeitsänderung
während der Alterung neigen.
5.3 Parameter des mechanischen Modells
und Kopplungsparameter
Zur Bestimmung der Kopplungsparameter, die zwischen den chemischen Prozessen und der Ver-
änderung des Materialverhaltens vermitteln, können die in Andrews u. a. (1946) vorgeschlagenen
Experimente verwendet werden. Ein wichtiges Experiment ist die kontinuierliche Relaxation,
bei der ein homogen alternder Probekörper (d.h. ξO2 = 1 im gesamten Messvolumen) bei kon-
stanter Deformation (z.B. einachsiger Zug) festgehalten wird. Die Kraft F , die dazu nötig ist,
nimmt aufgrund chemischer Relaxationsprozesse ab. Der zeitliche Verlauf dieser Kraftredukti-
on kann verwendet werden, um den Parameter αs zu bestimmen, der die Erweichungsfunktion
ν bestimmt. Dazu wird die Größe F˙ /F ausgewertet (vgl. Abschnitt 4.4), mit Hilfe des durch
Sauerstoffverbrauchsmessungen bestimmten Parameters k¯1 kann αs bestimmt werden:
.
ν
ν
=
.
F
F
= −αsk¯1 . (5.35)
In Abbildung 4.7 ist die Größe
.
F/F für verschiedene Temperaturen dargestellt. Eine Identifi-
kation des Parameters αs ist mit Hilfe dieses Experiments offensichtlich sehr gut möglich.
Der Kopplungsparameter αv, der die Auswirkung der Oxidation durch Neuvernetzungsprozesse
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in der Versteifungsfunktion µ quantifiziert, kann auf mehrere Arten bestimmt werden. Bei soge-
nannten intermittierenden Tests werden Probekörper im undeformierten Zustand gealtert. Nach
bestimmten Alterungsdauern (bei definierten isothermen Bedingungen) werden diese Probekör-
per für eine im Vergleich zu den Alterungszeiten kurze Dauer belastet. Das Materialverhalten
des gealterten Probekörpers wird dabei insbesondere von der aktuellen Steifigkeit beeinflusst,
die proportional zu dem Produkt µν ist. Wenn der zeitliche Verlauf der Erweichungsfunktion ν
bekannt ist, kann direkt der zeitliche Verlauf von µ und damit der Parameter αv nach Gleichung
(4.331) bestimmt werden.
Das Materialverhalten von Gummiwerkstoffen wird auch durch verschiedene inelastische Ef-
fekte beeinflusst. Am Beispiel des in dieser Arbeit berücksichtigten Mullins-Effekts wird de-
monstriert, dass komplexe intermittierende Tests für eine simultane Identifikation mehrerer
Parameter, eingeschlossen dem Kopplungsparameter αv, verwendet werden können.
Als komplexer intermittierender Test wird ein zyklischer Zugversuch mit mehreren Dehnungs-
amplituden an S2-Stäben verwendet. Die S2 Zugstäbe haben eine Dicke von 2mm und zeigen
bei dem verwendeten SBR bei moderaten Alterungstemperaturen bis ca. 100◦C keinen signifi-
kanten DLO-Effekt, d.h. auch hier herrscht innerhalb des Messvolumens eine nahezu konstante
Sauerstoffkonzentration ξO2 = 1. Die unterschiedlichen Dehnungsniveaus können verwendet
werden, um die Parameter m1,m2 und m3 zu bestimmen, die zur Beschreibung des Mullins-
Effekts nötig sind. Da das Material in den Experimenten großen Dehnungen unterliegt und eine
ausgeprägte Nichtlinearität zeigt, ist ein Ansatz vom Neo-Hooke-Typ nicht ausreichend, um
eine gute Anpassungsqualität zu erreichen. Aus diesem Grund wird ein zwei-Parameter-Modell
verwendet, das durch folgende freie Energie bestimmt ist:
ρ˜ψ¯ = C10µν
(
C 11 ·· C¯ − 3
)
+ C20
[
µν
(
C 11 ·· C¯ − 3
)]2
. (5.36)
Da die Alterungsversuche statisch im undeformierten Zustand durchgeführt wurden, gilt un-
abhängig von der Alterungsdauer C 11 = I. Das Produkt µν, das die aktuelle Steifigkeit des
Materials bestimmt, nimmt bei isothermen Alterungsvorgängen die Form
µν = exp
[
αak¯1t
]
(5.37)
an. Aus zyklischen Zugversuchen können die Parameter C10, C20,m1,m2 und m3 des mecha-
nischen Modells bestimmt werden. Liegen Experimente für verschiedene Alterungsdauern vor,
kann zusätzlich der Kopplungsparameter αa identifiziert werden. Ist aus Relaxationsexperimen-
ten der Parameter αs bestimmt worden, kann der Neuvernetzungsparameter αv über
αv = αa + αs (5.38)
berechnet werden.
Es lagen im Rahmen dieser Arbeit experimentelle Daten für zyklische Zugversuche an einem
rußgefüllten SBR für verschiedene Alterungszeiten vor. Mit Hilfe eines Optimierungsverfahrens
wurden die beschriebenen Materialparameter so bestimmt, dass die Fehlerquadrate zwischen
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Abbildung 5.7: Komplexe intermittierende Tests: Ergebnis der Parameteridentifikation für
einen gefüllten SBR für verschiedene Alterungsdauern bei 80◦C (Experiment:
DIK). Das Modell kann sowohl die Steifigkeitserhöhung als auch den Mullins-
Effekt gut abbilden.
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Simulationsmodell und den Experimenten minimiert werden. Das Ergebnis der Anpassung ist
in der Abbildung 5.7 dargestellt. Das verwendete Modell kann die experimentellen Daten quan-
titativ abbilden. Sowohl die Erhöhung der Steifigkeit mit zunehmender Alterung als auch der
Mullins-Effekt werden reproduziert. Hierbei ist zu vermerken, dass für alle Alterungsver-
suche die gleichen Parameter m1,m2 und m3 verwendet werden, eine Abhängigkeit vom Al-
terungszustand muss nicht beachtet werden. Bei einer Alterungsdauer von 7 Tagen sagt das
Simulationsmodell eine zu geringe Steifigkeitserhöhung vorher. Der Grund können anaerobe
Alterungsprozesse sein, die zu einer schnelleren Steifigkeitserhöhung zu Beginn des Alterungs-
prozesses führen.
Für die intermittierenden Tests sind besonders solche Probekörper geeignet, die im unbelas-
teten Zustand gealtert werden und deren Abmessungen hinreichend klein sind, so dass der
DLO-Effekt vernachlässigt werden kann. In diesem Fall entspricht die spannungsfreie Konfi-
guration der Ausgangskonfiguration und die Steifigkeit ist homogen verteilt und nur von der
Alterungszeit abhängig. Neben den hier verwendeten S2-Probekörpern für uniaxialen Zug kön-
nen auch mattenförmige Biaxal- und Scherprobekörper verwendet werden. Probekörper, die
eine Bestimmung des Materialverhaltens unter Druckbeanspruchung ermöglichen, eignen sich
hingegen oft nicht. Um ein Ausknicken zu verhindern, dürfen gewisse minimale Querschnitts-
abmessungen nicht unterschritten werden, die bei Standardprobekörpern jedoch so groß sind,
dass ein ausgeprägter DLO-Effekt auftritt.
Neben der Messung der aktuellen Steifigkeit des Materials bei verschiedenen Alterungszustän-
den existieren noch weitere Verfahren, mit denen der Parameter αv, der die Versteifungsfunktion
µ bestimmt, identifiziert werden kann. In Andrews u. a. (1946) wird der sogenannte Verfor-
mungsrest gemessen, der ein Maß für die Dehnung nach Entlastung eines Probekörpers ist, der
unter Last gealtert wurde.
Numerische Tests zeigen, dass die bleibende Dehnung nach Entlastung bei Verwendung des
Dynamischen-Netzwerk-Modells bei statischer Alterung nach Entlastung proportional zum Ver-
hältnis .µ/µ ist.4 Eine Messung des Verformungsrests liefert demnach Informationen über die
Größe .µ/µ und kann zur Identifikation des Parameters αv verwendet werden. Analog dazu
können auch Kriechtests, bei denen ein Material unter konstanter Spannung gealtert wird, zur
Identifikation der Kopplungsparameter verwendet werden (vgl. Septanika u. Ernst (1998a); Wi-
neman u. a. (2003)). Im Gegensatz zu den beschriebenen intermittierenden Tests können aus
diesen Experimenten jedoch keine komplexeren mechanischen Materialeigenschaften identifi-
ziert werden.
4Bei großen Deformationen während der Alterung kann eine Abhängigkeit von der Höhe der Deformation
festgestellt werden. Diese kann ein Artefakt der in dieser Arbeit verwendeten Modellierung mit einer linearen
Differentialgleichung für die innere Variable sein. Bei Verwendung der alternativen Formulierung, bei der die
Inkompressibilität der Zwischenkonfiguration erhalten wird, existiert diese Abhängigkeit möglicherweise nicht.
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5.4 Komplexe Identifikation
Prinzipiell ist es denkbar, die Parameter (bzw. einen bestimmten Teil) anhand weniger, sehr
komplexer Experimente mit Hilfe von komplexen numerischen Simulationen innerhalb von Op-
timierungsverfahren zu identifizieren. Beispielsweise kann ein großer Probekörper unter Druck-
deformation gealtert werden, nach Entlastung zerschnitten und die entstehende Form vermessen
werden (vgl. auch Abschnitt 7.1.1). Als Folge des DLO-Effekts und der Alterung unter Belas-
tung ergibt sich eine bleibende Deformation sowie ein komplexer Eigenspannungszustand im
Material, der durch das Auseinanderschneiden ausgelöst wird. Die nach der Entlastung ent-
stehende Form des Probekörpers ist abhängig von den chemischen Relaxationsprozessen, der
Versteifung sowie der Ausprägung des DLO-Effekts (und damit der Diffusions- und Reakti-
onsgeschwindigkeit des Sauerstoffs). Es ist folglich denkbar, diese Parameter so zu bestimmen,
dass der Unterschied in der Form des Probekörpers zwischen der Simulation und dem Experi-
ment möglichst gering wird. Ein solcher Zugang wird aufgrund der vielfältigen Anforderungen
im Rahmen dieser Arbeit nicht verwendet. Es muss bei einer solchen Strategie zudem darauf
geachtet werden, dass eine eindeutige Identifikation der Parameter gewährleistet werden kann.
Komplexe Abhängigkeiten verschiedener Parameter, die auf gleiche Simulationsergebnisse bei
unterschiedlicher Parameterwahl führen, können bei diesem Verfahren nicht ausgeschlossen wer-
den.
5.5 Weitere Messverfahren
Es existieren zahlreiche weitere Verfahren, mit denen die Alterung experimentell untersucht
werden kann. Bei der Chemilumineszenz wird beispielsweise ausgenutzt, dass bestimmte Oxi-
dationsreaktionen zu einer Emission von Licht führen. Durch eine Messung der Leuchtintensität
können Rückschlüsse auf den zeitlichen Verlauf und die Geschwindigkeit der Oxidation gezo-
gen werden. Um den DLO-Effekt zu charakterisieren, werden ortsaufgelöste Verfahren einge-
setzt (Sinturel u. Billingham (2000)). Dieses Verfahren kann nur bei sehr hohen Temperaturen
durchgeführt werden, da andernfalls die Leuchtintensität zu gering ist, zur Identifikation von
Reaktionsgeschwindigkeiten bei Einsatztemperaturen ist diese Methode daher nicht geeignet.
Bei den sehr hohen Temperaturen zeigt sich auch bei kleinsten Probenabmessungen der DLO-
Effekt, wodurch eine starke Abhängigkeit des Leuchtsignals von der Probengeometrie beobach-
tet werden kann (Matisova-Rychla u. a. (1995)). Zudem ist die Ursache für das Leuchten nicht
abschließend geklärt (Li u. Koenig (2005)). Dieses Verfahren ist daher weniger geeignet, um den
zeitlichen Verlauf von Oxidationsreaktionen direkt zu bestimmen. Mit Hilfe dieses Verfahrens
wurden jedoch Alterungsschutzmittelkonzentrationen erfolgreich bestimmt (Richaud (2013)).
Baldwin u. a. (2007) und Baldwin u. Bauer (2008) messen die Abschälfestigkeit an einem Reifen-
material und bestimmen daraus eine Aktivierungsenergie für ein Reaktionsmodell. Eine solche
Schädigungsgröße ist jedoch sehr schwer interpretierbar, das im Rahmen dieser Arbeit vorge-
stellte mathematische Modell kann mit Hilfe solcher Daten nicht kalibriert werden.
Kapitel 6
Numerische Umsetzung und
Implementierung innerhalb der FEM
In diesem Kapitel werden numerische Algorithmen hergeleitet, mit deren Hilfe das chemisch
mechanisch gekoppelte Problem effizient berechnet werden kann. Dabei wird ausgenutzt, dass
für beide Feldprobleme vollkommen unterschiedliche Zeitskalen relevant sind. Dieser Umstand
wird verwendet, um einen sogenannten gestaffelten Algorithmus zu konstruieren, der gegenüber
einer voll gekoppelten Berechnung immens viel Rechenaufwand spart.
Des Weiteren wird gezeigt, wie eine effiziente Implementierung der tensoriellen Materialglei-
chungen in die Methode der finiten Elemente möglich ist. Dies geschieht unter Verwendung von
objektorientierten Funktionen, die modernes Fortran bietet.
6.1 Ein gestaffelter Algorithmus
Die vorgestellten Materialmodelle zur Abbildung des chemischen und des mechanischen Ver-
haltens während der Sauerstoffalterung führen auf ein gekoppeltes System von partiellen Dif-
ferentialgleichungen. Zum einen ist das chemische Problem mit der Deformation gekoppelt, da
die Sauerstoffdiffusionsprozesse an dem verformten Körper stattfinden.1 Zum anderen wird das
mechanische Materialverhalten stark durch die Reaktion des Sauerstoffs mit dem Elastomer
beeinflusst, da es zur Spaltung und Neubildung von Vernetzungsstellen kommt. Die Kopplung
der beiden Feldprobleme hat dabei einen besonderen Charakter: Eine merkliche Änderung der
mechanischen Eigenschaften durch chemische Alterung wird (abhängig von der Temperatur) in
der Größenordnung von Monaten stattfinden. Eine Änderung der Deformation hingegen tritt
bei realen Bauteilen im Bereich von Sekunden auf. Eine vollständig gekoppelte Berechnung des
Problems müsste daher über den langen Zeitraum der chemischen Alterung stattfinden, die
Zeitschritte zur Lösung müssen jedoch im Bereich von Sekunden liegen, um das mechanische
Verhalten abzubilden. Unter der sehr optimistischen Annahme, dass die Simulation in Echtzeit
durchgeführt werden kann, würde eine Alterungssimulation demnach Monate bis Jahre dau-
1Die Abhängigkeit der Diffusionsgeschwindigkeit vom hydrostatischen Druck wird im Rahmen dieser Arbeit
nicht beachtet.
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ern. Eine solche Simulation ist fragwürdig, weshalb im Rahmen dieser Arbeit ein alternativer
Berechnungszugang vorgeschlagen wird.
Der im Folgenden vorgestellte gestaffelte Berechnungsalgorithmus nutzt die grundlegende Ei-
genschaft des chemischen Alterungsproblems, dass sich das mechanische Verhalten während
vergleichsweise langer Zeiten nicht merklich ändert. Die vollständig gekoppelte Lösungsstrate-
gie würde somit über einen langen Zeitraum Simulationen mit dem (nahezu) gleichen Mate-
rialverhalten durchführen. Insbesondere bei periodischen Belastungen ist dieser Mehraufwand
vollkommen unnötig.
Ein gestaffelter Berechnungsalgorithmus wird in Naumann u. Ihlemann (2013) für ein Modell
mit Spannungsdifferentialgleichung hergeleitet. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein analoger Zu-
gang verwendet, um einen gestaffelten Algorithmus für das Dynamische-Netzwerk-Modell ab-
zuleiten. Eine zentrale Annahme ist, dass sich die tatsächlich im Betrieb auftretende Belastung
durch ein repräsentatives Lastspektrum approximieren lässt, dessen Dauer klein im Vergleich
zu typischen Alterungszeiten ist.2 In diesem Fall bewirken die Alterungsvorgänge keine signi-
fikante Änderung des Materialverhaltens während der Dauer mehrerer Lastspektren, wodurch
ein näherungsweise periodischer Deformationsablauf angenommen werden kann.
Die Diffusions- und Reaktionsvorgänge finden stets am verformten Körper statt, eine zeitlich
veränderliche mechanische Deformation beeinflusst somit die Lösung des Diffusionsproblems.
Nach Haupt (1999) kann die folgende materielle Form der Diffusionsgleichung angegeben wer-
den:
.
ξ = ∇˜ ·DJ3C 1 · ∇˜ξ − rk (ξ) , ξO2 = 1 für x ∈ ∂Ωξ . (6.1)
Wird eine zeitlich veränderliche Deformation betrachtet, ist die Lösung der Diffusionsgleichung
von dem nicht konstanten Tensor J3C 1 abhängig. Um diese Kopplung aufzulösen, wird ein
Zugang verwendet, der auch in Naumann u. Ihlemann (2013) hergeleitet wird. Dieser basiert
auf der Verwendung eines über die Dauer des repräsentativen Lastspektrums gemittelten Stoff-
flussvektors f¯
R
:
f¯
R
= − 1
TL
TL∫
0
DJ3C
1 · ∇˜ξdt . (6.2)
Diese Mittelung ist eine gute Näherung für den tatsächlich auftretenden Stoffflussvektor, wenn
wie vorausgesetzt die Deformation periodisch mit Periodendauer TL ist. Für die oxidative Al-
terung ist ausschließlich die stationäre Lösung von Interesse (vgl. Abschnitt 4.1.6). Unter der
Annahme, dass die Reaktionszeit der Diffusionsgleichung sehr groß im Vergleich zur Dauer des
repräsentativen Lastspektrums ist, kann eine zeitliche Änderung der Konzentration ξ vernach-
lässigt werden und damit der Konzentrationsgradient aus dem Integral heraus gezogen werden:
2Im Gegensatz zu typischerweise für Lebensdaueruntersuchungen verwendeten Lastspektren ist hier darauf zu
achten, dass zeitlich konstante Lasten bzw. Lasten mit kleiner Amplitude und von Null verschiedener Mittellast
nicht heraus gefiltert werden.
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f¯
R
≈ − 1
TL
TL∫
0
DJ3C
1dt · ∇˜ξ . (6.3)
Wird der sogenannte Kopplungstensor G zu
G := 1
TL
TL∫
0
DJ3C
1dt (6.4)
definiert, kann eine alternative Diffusionsgleichung verwendet werden, die den Einfluss der
mechanischen Deformation beachtet:
0 = ∇˜ ·G · ∇˜ξ − rk . (6.5)
Ein solcher Zugang wird auch in Chenadec u. a. (2009) zur entkoppelten Lösung eines thermo-
mechanisch gekoppelten Problems verwendet. Die Herleitung erfolgt dort durch Definition von
über eine Periodendauer TL gemittelten Feldgrößen.
Mit Hilfe dieses Ansatzes kann die Lösung des chemischen Problems von der des mechanischen
Problems entkoppelt werden. In einem ersten Schritt muss dafür das mechanische Problem für
das repräsentative Lastspektrum gelöst werden, um den KopplungstensorG lokal zu bestimmen.
Im Anschluss kann das Diffusions-/Reaktionsproblem gelöst werden, für das die Auswirkungen
der Deformation durch den Tensor G beachtet werden.
Auch die Auswirkungen der chemischen Alterung auf das mechanische Verhalten können beach-
tet werden. Die Kopplung ist in diesem Fall jedoch komplexer, da sowohl der zeitliche Verlauf
der Deformation als auch der zeitliche Ablauf der Reaktionen das mechanische Materialverhal-
ten bestimmen. Dies wird durch die Evolutionsgleichung der inneren Variable deutlich, welche
die Lage der spannungsfreien Konfiguration bestimmt. Bei Verwendung der Modellvariante I
wird die Entwicklung des inversen rechten Cauchy-Green-Tensors C 11 durch folgende Diffe-
rentialgleichung bestimmt:
4
C 11 =
.
µ
µ
(
C¯ 1 − C 11
)
. (6.6)
Das Verhältnis .µ/µ hängt von den ablaufenden chemischen Reaktionen ab und ist daher eine
Größe, die aus der Lösung des Diffusions-/Reaktionsproblems erhalten wird. Der Tensor C¯ 1
hingegen hängt von der aktuellen Belastung ab. Auch für die Modellvariante II oder Modelle
vom Ogden-Typ bestimmt eine lineare Differentialgleichung die Entwicklung der entsprechen-
den inneren Variablen.
Die Aufgabe eines geeigneten Lösungsalgorithmus ist es demnach, die Lösung einer linearen
Differentialgleichung der Form
4
X =
.
µ
µ
(
Y −X
)
, X (t = 0) = X0 (6.7)
vorherzusagen, wenn die Belastung Y (t) bedeutend schneller vonstatten geht als die chemischen
Prozesse, die das Verhältnis .µ/µ bestimmen.
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Als Grundannahme dient wiederum, dass der zeitabhängige Tensor Y (t) für eine hinreichend
lange Zeit durch eine periodische Funktion mit Periodendauer TL approximiert werden kann:
Y (iTL + t) = Y (jTL + t) für i, j ≤ nmax . (6.8)
Die chemischen Prozesse, die zu einer Erhöhung der Steifigkeit führen, laufen vergleichsweise
langsam ab. Dies bedeutet, dass der Quotient .µ/µ klein ist und durch eine Zeitkonstante TR
wie folgt nach oben abgeschätzt werden kann:
.
µ
µ
≤ 1
TR
. (6.9)
Wenn vergleichsweise kurze repräsentative Lastspektren ausreichen, um real auftretende Lasten
zu approximieren, kann TL << TR angenommen werden. Unter diesen Voraussetzungen kann
eine Lösung der Differentialgleichung (6.7) angegeben werden, die nur ein einmaliges Berechnen
des mechanischen Problems für das repräsentative Lastspektrum benötigt. Dazu wird mit Hilfe
der intrinsischen Zeit τµ nach Gleichung (4.221) die zur Differentialgleichung (6.7) äquivalente
Integralform verwendet:
exp [τµ]
4
X + exp [τµ]X
.
τµ =
(
exp [τµ]X
)4
= exp [τµ]
.
τµY (6.10)
⇒ X = exp [−τµ (t)]
 t∫
0
exp [τµ (ξ)]τµ (ξ)′ Y (ξ) dξ +X0
 . (6.11)
Da die chemischen Prozesse verglichen mit der Dauer des repräsentativen Lastspektrums sehr
langsam ablaufen, ist die intrinsische Zeit τµ für die Periodendauer TL eines repräsentativen
Lastspektrums ebenfalls sehr klein, was durch folgende Abschätzung deutlich wird:
τµ =
TL∫
0
µ (ξ)′
µ (ξ) dξ ≤
TL∫
0
1
TR
dξ = TL
TR
<< 1 . (6.12)
Es kann somit in sehr guter Näherung angenommen werden, dass die Änderung der Funktion
exp [τµ] während einer Periodendauer des Lastspektrums vernachlässigbar ist. Es wird sich wei-
terhin das Materialverhalten über lange Zeiten nicht so stark ändern, dass der zeitliche Ablauf
der Deformation maßgeblich beeinflusst wird. Damit kann der zeitliche Verlauf der Deformation
Y für eine große Anzahl an Lastspektren als sehr ähnlich, d.h. wie vorausgesetzt periodisch, an-
genommen werden. Die innere Variable kann somit nach n repräsentativen Lastspektren durch
Auswertung von (6.11) wie folgt approximiert werden:
X (nTL) = exp [−τµ (nTL)]
 nTL∫
0
exp [τµ (ξ)]τ ′µ (ξ) Y (ξ) dξ +X0
 (6.13)
≈ exp [−τµ (nTL)]
n−1∑
i=0
exp [τµ (iTL)]τ ′µ (iTL)
(i+1)TL∫
iTL
Y (ξ) dξ +X0

≈ exp [−τµ (nTL)]
n−1∑
i=0
exp [τµ (iTL)]τ ′µ (iTL)
TL∫
0
Y (ξ) dξ +X0
 . (6.14)
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Ist der zeitliche Verlauf der Deformation Y (t) während des ersten Lastspektrums bekannt,
kann der Tensor GY als mittlere Deformation während des Lastspektrums zu
GY :=
TL∫
0
Y (ξ) dξ (6.15)
berechnet werden. Ist zudem der zeitliche Verlauf der chemischen Reaktionen (und damit die
intrinsische Zeit τµ) bekannt, kann die Lösung für den Tensor X nach n repräsentativen Last-
spektren berechnet werden:
X =
(
exp [−τµ (nTL)]
n−1∑
i=0
exp [τµ (iTL)]τ ′µ (iTL)
)
TLGY + exp [−τµ (nTL)]X0 . (6.16)
Mit Hilfe dieser Form können die Berechnung des mechanischen und des chemischen Problems
separiert werden. Nach einer einmaligen Berechnung des mechanischen Problems ist der Ten-
sor G und damit lokal auch der gemittelte Stoffflussvektor (6.3) bekannt. Damit kann das
Diffusions-/Reaktionsproblem unter Beachtung des Einflusses der mechanischen Deformation
gelöst werden. Dadurch kann lokal die intrinsische Zeit τµ berechnet und die Lösung des Ten-
sors X kann für lange Alterungszeiten, die ein Vielfaches der Dauer des repräsentativen Last-
spektrums sind, vorhergesagt werden. Bisher können ausschließlich Alterungszeiten betrachtet
werden, die ein Vielfaches der Periodendauer TL sind, da die Lösung für X in (6.16) durch die
diskrete Summe über die Anzahl der Perioden bestimmt wird. Um auch für allgemeine Alte-
rungszeiten eine Berechnung zu ermöglichen, wird diese Summe umformuliert. Für den Fall,
dass τ ′µ = 1TR = const. gilt analog zu den Partialsummen der geometrischen Reihe
n−1∑
i=0
exp
[
iTL
TR
]
TL
TR
= TL
TR
exp
[
nTL
TR
]
− 1
exp
[
TL
TR
]
− 1 . (6.17)
Da nach Voraussetzung TR >> TL, kann die Exponentialfunktion im Nenner linearisiert werden,
wodurch der folgende Ausdruck entsteht:
TL
TR
exp
[
nTL
TR
]
− 1
exp
[
TL
TR
]
− 1 ≈
TL
TR
exp
[
nTL
TR
]
− 1
1 + TL
TR
− 1 = exp
[
nTL
TR
]
− 1 . (6.18)
Im allgemeinen Fall, wenn τ ′µ 6= const. ist, kann die folgende Integralapproximation verwendet
werden:
n−1∑
i=0
exp [τµ (iTL)]τ ′µ (iTL)TL ≈
nTL∫
0
exp [τµ (ξ)]τ ′µ (ξ)dξ = exp [τµ (nTL)]− 1 . (6.19)
Bei dieser Integralapproximation kann zudem eine beliebige Zeit als obere Integrationsgrenze
verwendet werden, um den TensorX auch für Zeitpunkte, die kein Vielfaches der Periodendauer
TL sind, wie folgt zu berechnen:
X = (1− exp [−τµ (t)])GY + exp [−τµ (t)]X0 . (6.20)
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Numerische Untersuchungen zeigen, dass Gleichung (6.20) eine bessere Approximationen der
exakten Lösung der Differentialgleichung (6.11) als die Summenapproximation (6.16) ist.
Mit der Gleichung (6.20) kann die Berechnung der inneren Variablen X erfolgen, ohne das
chemische und mechanische Problem simultan lösen zu müssen. Es können das mechanische
Problem für ein repräsentatives Lastspektrum berechnet und in diesem Zuge die Variablen G
und GY lokal bestimmt werden. Separat kann danach das chemische Problem berechnet wer-
den, indem die Auswirkung der Deformation mit Hilfe des gemittelten Stoffflussvektors (6.3)
beachtet wird. Die Lösung dieses Problems liefert Informationen über die lokal ablaufenden
Reaktionen. Die damit verbundenen Veränderungen des mechanischen Materialverhaltens kön-
nen für verschiedene Alterungszeiten vorhergesagt werden, indem Gleichung (6.20) ausgewertet
wird.
Der Fehler, der durch die Approximation des Integrals nach Gleichung (6.13) induziert wird,
ist bei technisch relevanten Alterungsproblemen vernachlässigbar. Relevante Fehler können je-
doch entstehen, wenn sich der zeitliche Verlauf der Deformation nach vielen repräsentativen
Lastspektren stark geändert hat, so dass
∥∥∥∥∥∥∥
TL∫
0
Y (ξ) dξ −
(m+1)TL∫
mTL
Y (ξ) dξ
∥∥∥∥∥∥∥ ≥ δ ∀m ≥ n0, (6.21)
mit einem nicht zu vernachlässigendem δ. Grund dafür kann eine maßgebliche Änderung des me-
chanischen Verhaltens durch chemische Alterungsprozesse sein. Diese Änderung des zeitlichen
Ablaufs der Deformation hat wiederum Einfluss auf die Diffusions- und Reaktionsprozesse und
somit die lokal ablaufenden chemischen Reaktionen. Um diese Fehler zu minimieren, können
mehrere gestaffelte Schritte durchgeführt werden. Die Simulation beginnt hierbei wieder mit
der Lösung des mechanischen Problems für das repräsentative Lastspektrum und der darauf
folgenden Berechnung des chemischen Problems unter Beachtung der Deformationskopplung
über den Tensor G. Nach einer bestimmten Alterungszeit, nach der der Unterschied (6.21) in
dem zeitlichen Verlauf der Deformation einen kritischen Wert überschritten hat3, wird erneut
das mechanische Problem gelöst und der Kopplungstensor G aktualisiert, wodurch wiederum
das chemische Problem berechnet werden kann. Bei wiederholter Durchführung solcher gestaf-
felten Lösungsschritte kann für beliebige Alterungszeiten das chemisch-mechanisch gekoppelte
Problem genau gelöst werden. Die Konvergenz des Verfahrens wird anhand eines Simulations-
beispiels in Abschnitt 7.2 demonstriert.
Am Beispiel eines einfachen Modells wird die Umsetzung des gestaffelten Lösungsalgorithmus
verdeutlicht. Eine lineare Reaktion mit Henry-Randbedingung bestimmt das chemische Pro-
blem:
∇˜ ·G · ∇˜ξO2 = k¯1ξO2 , ξO2 = 1 für x ∈ ∂Ωξ . (6.22)
3Mit welchen Größen der Fehler (6.21) effizient abgeschätzt werden kann, muss noch untersucht werden.
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Als mechanisches Materialmodell wird der Ansatz aus Abschnitt 4.3.1 verwendet:
T˜ = C10µν
(
C 11 · C¯
)′ · C 1 − J3pC 1, 4C 11 =
.
µ
µ
(
C¯ 1 − C 11
)
(6.23)
Der Mullins-Effekt wird nicht beachtet. Die Kopplung zwischen dem mechanischen Verhalten
und den chemischen Prozessen erfolgt über die Materialfunktionen µ und ν, die von dem Sau-
erstoffverbrauch γO2 :=
∫
k¯1ξO2dτ wie folgt abhängen:
µ := exp [αvγO2 ] , ν := exp [−αsγO2 ] . (6.24)
Im ersten Schritt des Lösungsalgorithmus wird der Anfangswert der inneren Variable zu C1 = I
definiert. Dann wird das mechanische Problem für das repräsentative Lastspektrum gelöst.
Innerhalb dieses Schritts wird die Kopplungsvariable G wie folgt berechnet:
G := 1
TL
TL∫
0
DJ3C
1 (ξ) dξ . (6.25)
zudem wird der Tensor G1 berechnet, der für die Vorhersage der inneren Variable C1 nötig ist:
G1 :=
1
TL
TL∫
0
C¯ 1 (ξ) dξ . (6.26)
Im Anschluss wird das chemische Problem unter Verwendung des Kopplungstensors G gelöst
(Gleichung (6.22)). Die Lösung des chemischen Problems liefert Informationen über die Sau-
erstoffkonzentration ξO2 , aus der der lokale Sauerstoffverbrauch γO2 berechnet werden kann:
γO2 (t) =
t∫
0
k¯1ξO2dτ = k¯1ξO2t . (6.27)
Diese Größe wird an das mechanische Problem zurück gegeben. Dort wird die innere Variable
C1 mit Hilfe der intrinsischen Zeit τµ aktualisiert:
τµ = αvγO2 , C1 = (1− exp [−τµ])G1 + exp [−τµ] I . (6.28)
Da die Berechnung stets am unverformten Modell beginnt, die spannungsfreie Konfiguration
jedoch beliebig weit entfernt sein kann, sollte vor der Berechnung des mechanischen Problems
für das repräsentative Lastspektrum ein sogenannter Dummy-Lastschritt mit der Dauer td
durchgeführt werden. Innerhalb dieses Lastschritts kann eine alternative innere Variable Cˇ1
verwendet werden. Eine mögliche Definition ist
Cˇ1 (t) =
t
td
C1 +
(
1− t
td
)
I . (6.29)
Damit gilt zu Simulationsbeginn Cˇ1 = I, am Ende des Dummy-Lastschritts ist Cˇ1 = C1.
Durch dieses sukzessive Aufbringen können Konvergenzschwierigkeiten zu Beginn der Simula-
tion vermieden werden.
Nach Beendigung des Dummy-Lastschritts kann in einem zusätzlichen gestaffelten Schritt das
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Verhalten für das repräsentative Lastspektrum erneut berechnet werden, um den Kopplungs-
tensor G und die mittlere Deformation G1 zu aktualisieren. Alternativ kann das mechanische
Verhalten nach der Alterung (wie z.B. die bleibende Deformation nach Entlastung) berechnet
werden.
6.2 Koordinatenfreie Tensornumerik in Fortran
Um benutzerdefinierte Stoffgesetze in kommerzielle FEM-Programme implementieren zu kön-
nen, werden gewisse Materialroutinen zur Verfügung gestellt. Diese sind standardmäßig in der
Programmiersprache Fortran zu erstellen. Die meisten kommerziellen FEM-Programme unter-
stützen den Intel-Fortran Compiler ab Version 11 und damit einen modernen Compiler, der
eine Vielzahl von neuen Eigenschaften unterstützt, die ab dem Standard Fortran 90 eingeführt
wurden. Die Programmierung der Schnittstelle kann mit Hilfe von Feldern und Prozeduren
erfolgen, wie das in dem Beispiel Ansys (2011) vorgeschlagen wird. Dies führt jedoch bei kom-
plizierten Stoffgesetzen zu erheblichen Einschränkungen, da der entstehende Code zumeist sehr
unübersichtlich und lang ist, was Wartung und Fehlersuche deutlich erschwert.
Fortran bietet nach neuen Standards die Möglichkeit, eigene Datentypen und Operationen zwi-
schen diesen zu definieren. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein sogenanntes Modul entwickelt,
das Tensoren als neue Datentypen einführt. Diese neuen Datentypen enthalten “versteckt” die
Koeffizienten des Tensors. Um eine effiziente Berechnung zu ermöglichen, wird angenommen,
dass die Koeffizienten aller definierten Tensoren bezüglich der gleichen Orthonormalbasis ge-
geben sind. Unter dieser Annahme kann beispielsweise das Produkt zweier Tensoren zweiter
Stufe mit Hilfe nur einer Multiplikation zweier 3 × 3 Matrizen berechnet werden. Dieser Um-
stand stellt keine Einschränkung im Rahmen der Verwendung innerhalb von kommerziellen
FE-Programmen dar, da dort ohnehin stets Koeffizienten bezüglich einer Orthonormalbasis ge-
geben sind. Um Berechnungen effizient zu gestalten, wird zudem zwischen unsymmetrischen
und symmetrischen Tensoren unterschieden.
Die neuen Datentypen sind wie folgt definiert:
type Tensor1
real(kind=8), dimension(3) :: a
end type Tensor1
type Tensor2
real(kind=8), dimension(3, 3) :: ab
end type Tensor2
type Tensor2S
real(kind=8), dimension(6) :: a6
end type Tensor2S
type Tensor4
real(kind=8), dimension(3, 3, 3, 3) :: abcd
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end type Tensor4
type Tensor4S
real(kind=8), dimension(6, 6) :: a6b6
end type Tensor4S
Der Datentyp Tensor1 enthält beispielsweise ein doppelt genaues Feld der Dimension 3, in
dem die Koeffizienten des Tensors gespeichert werden. Bei den symmetrischen Tensoren werden
Koeffizienten bezüglich der in Ihlemann (2014) angegebenen Orthonormalbasis des Raums der
symmetrischen Tensoren zweiter Stufe gespeichert.
Ein Tensor erster Stufe a kann definiert und in einem Programm verwendet werden, indem in
der Präambel der zu programmierenden Routine folgender Befehl eingefügt wird:
type(Tensor1) :: a
Für die neuen Datentypen können mathematische Operationen definiert werden, was am Bei-
spiel der einfachen Multiplikation demonstriert wird. In einem ersten Schritt müssen Routi-
nen definiert werden, welche die Multiplikation ausführen. So berechnet beispielsweise folgende
Funktion pkt_21 das einfache Punktprodukt zwischen einem unsymmetrischen Tensor zweiter
Stufe und einem Tensor erster Stufe:
function pkt_21(T1, T2)
implicit none
type (Tensor2), intent(in) :: T1
type (Tensor1), intent(in) :: T2
type (Tensor1) :: pkt_21
integer :: i1, i2
do i1 = 1, 3
pkt_21 % a(i1) = 0.d0
do i2 = 1, 3
pkt_21 % a(i1) = pkt_21 % a(i1) + T1 % ab(i1, i2)*T2 % a(i2)
enddo
enddo
end function pkt_21
Als Eingabeparameter gehen in diese Routine der Tensor zweiter Stufe T1 und der Tensor erster
Stufe T2 ein. Der Rückgabeparameter der Funktion ist der durch die Multiplikation entstehende
Tensor erster Stufe pkt_21. Analog dazu können auch alle anderen einfachen Punktprodukte
zwischen Tensoren definiert werden, wenn das Ergebnis einen Tensor erster, zweiter oder vierter
Stufe ergibt.
Fortran bietet nun die Möglichkeit, wie folgt Operatoren zu definieren und zu überladen (Brai-
nerd u. a. (1994)):
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interface operator (*)
! einfaches Punktprodukt zwischen Tensor erster und zweiter Stufe
module procedure pkt_12
! einfaches Punktprodukt zwischen Tensor zweiter und erster Stufe
module procedure pkt_21
...
end interface
Bei einer Verknüpfung von zwei Tensoren mit dem Multiplikationsoperator wird dann die rich-
tige Berechnungsroutine von Fortran bestimmt und aufgerufen. Als Beispiel werden folgende
zwei Multiplikationen betrachtet:
type(Tensor1) :: a, b
type(Tensor2) :: F
b = F*a ! ruft pkt_21 auf
b = a*F ! ruft pkt_12 auf
In einem umfangreichen Tensormodul wurden zahlreiche Operatoren definiert, mit denen Ten-
soren addiert, subtrahiert, multipliziert und durch Skalare dividiert werden können. Weiterhin
wird eine große Menge an Tensorfunktionen zur Verfügung gestellt (z.B. die Exponentialfunkti-
on, Logarithmus, Wurzel, Inverse). Wird direkt nach dem Programm- bzw. Unterroutinennamen
die Zeile
use Tensor
eingefügt, stehen diese Funktionen direkt zur Verfügung.
Mit Hilfe des Tensormoduls lassen sich sehr einfach auch komplizierte Ausdrücke berechnen.
Zur Verdeutlichung wird das einfache Neo-Hooke-Stoffgesetz betrachtet, bei dem der zweite
Piola-Kirchhoff-Spannungstensor von der Form
T˜ = 2C10C¯ ′ · C 1 − J3pC 1 = 2C10
J 233 I − I1
(
C¯
)
3 C
1
− J3pC 1 (6.30)
ist. Die Umsetzung in einem Fortran-Programm kann vollkommen analog erfolgen:
program Neo_Hooke
use Tensor
type(Tensor2S) :: Ttilde, C, Cinv, CG
real(kind=8) :: C10, K, J3, p
! Festlegen der Materialparameter und der Deformation
...
! Berechnung benoetigter Groessen
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Cinv = inv(C) ! Inverse von C
CG = uni(C) ! Gestaltaenderungsanteil von C
J3 = sqrt(HI3(C)) ! dritte Hauptinvariante des Deformationsgradienten
p = -K*(J3 - 1.d0) ! hydrostatischer Druck
! Berechnung der Spannung
Ttilde = 2.d0*C10*(J3**(-2.d0/3.d0)*E_2S - HI1(CG)/3.d0*Cinv) - J3*p*Cinv
end program Neo_Hooke
Bei einer rein prozeduralen Programmierung hätten für die Berechnung der Spannung mehrere
Zwischenschritte durchgeführt und Variablen zum Speichern von Zwischenergebnissen angelegt
werden müssen.
6.3 Implementierung des
Dynamischen-Netzwerk-Modells
Die Implementierung der Modelle erfolgte innerhalb des kommerziellen Finite Elemente Pro-
gramms Ansys. Um benutzerdefinierte Materialien implementieren zu können, wird dort die
Subroutine UserMat zur Verfügung gestellt. Diese wird für jeden Integrationspunkt des verwen-
deten Elements aufgerufen. Als Eingabegrößen werden u.a. ein Feld mit Materialparametern,
Statusvariablen und Informationen zur aktuellen Deformation in Form eines Deformationsgradi-
enten übergeben. Der Benutzer muss in geeigneter Weise Koeffizienten eines Spannungstensors
s und dessen Ableitung k nach einer Deformationsgröße zurück geben.
Die Implementierung des Materialmodells erfolgt vollständig in Lagrangescher Formulierung,
d.h. es wird ein zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und dessen Ableitung nach dem
rechten Cauchy-Green-Tensor berechnet. Die Umrechnung in die von Ansys geforderten Grö-
ßen erfolgt mit Hilfe eines Transformationstensors U vierter Stufe:
s = 1
J3
U ·· T˜ , k = 2
J3
U ··
(
∂ T˜
∂C
+
(
T˜ ◦ C 1
)S24) ·· U, mit U = (U ◦ U)S24 . (6.31)
Die Implementierung erfolgt mit Hilfe der koordinatenfreien Numerik. Die Koeffizienten des
Deformationsgradienten am Ende des Zeitschritts werden in Ansys durch das Feld defGrad
übergeben. Dieses Feld wird in einen Tensor zweiter Stufe, der mit Fn1 bezeichnet wird, umge-
speichert:
Fn1 = defGrad
Mit Hilfe der Routinen rCG, sqrt und HI3, die durch das Tensormodul zur Verfügung gestellt
werden, können der rechteCauchy-Green-Tensor C, der Rechtsstrecktensor U2 sowie die dritte
Hauptinvariante des Deformationsgradienten J3 berechnet werden:
C = rCG(Fn1)
U2 = sqrt(C)
J3 = HI3(Fn1)
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Der Transformationstensor U4 nach Gleichung (6.31) kann ebenfalls durch eine vordefinierte
Routine S24 berechnet werden:
U4 = S24(U2)
Sind der Spannungstensor T˜ in der Variable Ttilde und die Steifigkeit ∂ T˜ /∂C in dTtildedC
gespeichert, können die an Ansys zurückzugebende Spannung (stress) sowie die Steifigkeit
(dsdePl) nach Gleichung (6.31) wie folgt bestimmt werden:
stress = (U4**Ttilde)/J3
dsdePl = (U4**(dTtildedC + S24(Ttilde.o.inv(C))))**U4*(2.d0/J3)
Das dyadische Produkt von T˜ und C 1 wird mit Hilfe des Tensoroperators .o. berechnet.
Eine Implementierung des Dynamischen-Netzwerk-Modells erfolgt abhängig von der Wahl des
Ansatzes. Wird das einfachste Modell (4.210) verwendet, muss eine Spannung der folgenden
Form berechnet werden:
CG = uni(C) ! Gestaltaenderungsanteil von C
mu = exp(alphav*gammaO2) ! Versteifungsfunktion
nu = exp(-alphas*gammaO2) ! Erweichungsfunktion
Ttilde = 2.d0*C10*J3**(-2.d0/3.d0)*nu*mu*(C1inv - C1inv**CG/3.d0*inv(CG)) &
+ J3*K*(J3 - 1.d0)*inv(C) ! Spannung
Die Größen alphav, alphas, C10 und K werden aus dem Feld der Materialparameter, das durch
Ansys übergeben wird, erhalten. Die Menge des verbrauchten Sauerstoffs gammaO2 wird aus
einer Binärdatei, die nach der Lösung des chemischen Problems geschrieben wird, ausgelesen.
Der Tensor C 11 , der unter der Variable C1inv gespeichert ist, wurde nach Gleichung (6.20) aus
der gemittelten Deformation G1 und der intrinsischen Zeit τµ nach Gleichung (4.221) ermittelt.
Im ersten Lastschritt gilt C 11 = I. Um eine hohe Flexibilität für die Implementierung weiterer
Stoffgesetze zu erhalten, wird die Steifigkeit numerisch berechnet.
6.4 Implementierung des chemischen Problems
Zur Berechnung des chemischen Problems der Sauerstoffdiffusion und -reaktion wird ein be-
nutzerdefiniertes Element in Ansys verwendet. Dieses wurde über die Schnittstelle UserElem
programmiert. Die Analogie der Diffusion zum bereits in Ansys vorhandenen Wärmeleitproblem
wurde nicht verwendet, um in Zukunft auch beliebige Reaktionskinetiken und nicht-klassische
Diffusionseffekte implementieren zu können. Damit kann perspektivisch die Auswirkung des
Verbrauchs, Transports und das Entweichen von Weichmacher und Alterungsschutzmittel be-
achtet werden. Zudem kann durch die Verwendung des benutzerdefinierten Elements in einfa-
cher Weise die Kopplung zu dem mechanischen Problem hergestellt werden.
Die zu berechnenden Finite-Elemente-Matrizen im Fall der klassischen Fickschen Diffusion
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sind in jedem Standard-Werk über Finite Elemente dargestellt, das die Behandlung des Wär-
meleitproblems beinhaltet (z.B. Zienkiewicz u. a. (2005)). Die Kopplung zur Deformation kann
wie eine anisotrope Diffusion behandelt werden, indem der Kopplungstensor G nach Gleichung
(6.4) verwendet wird. Das Einlesen des Kopplungstensors G in der Unterroutine UserElem er-
folgt über das Auslesen einer Binärdatei, die nach Abschluss des mechanischen Lastschritts
erstellt wird. In dieser Datei werden die Kopplungstensoren für jeden Gausspunkt des Modells
am Ende der Berechnung des repräsentativen Lastspektrums gespeichert.
Mit Hilfe der Kopplungstensoren wird das stationäre Diffusions- und Reaktionsproblem gelöst
und damit die lokal vorhandene Sauerstoffkonzentration sowie die Menge des verbrauchten Sau-
erstoffs berechnet. Nach Abschluss der Berechnung wird die Menge des reagierten Sauerstoffs in
einer binären Kopplungsdatei gespeichert. Diese Information wird danach bei der Berechnung
des mechanischen Problems im ersten Lastschritt ausgelesen, um so die Kopplungsfunktionen
µ und ν zu berechnen.
Kapitel 7
Anwendungsbeispiele
7.1 Inhomogene Alterung großvolumiger Bauteile
7.1.1 Das Druckverformungsrestexperiment
Zur Untersuchung des Verhaltens von Elastomeren während der Alterung werden häufig soge-
nannte Druckverformungsrestexperimente durchgeführt (vgl. auch Abschnitt 5.3). Dabei wird
ein zumeist zylindrischer Probekörper einer Stauchung unterworfen und in diesem deformier-
ten Zustand gealtert. Nach einer bestimmten Alterungszeit bei einer definierten Temperatur
wird der Probekörper entlastet und seine bleibende Deformation gemessen. Dieses Experiment
stammt aus der Dichtungstechnik und dient dort zur Überprüfung, ob ein Dichtungselement
unter den Alterungsbedingungen eingesetzt werden kann. Die Probekörper müssen in diesem
Experiment vergleichsweise groß gewählt werden, um ein Ausknicken durch die Druckbelas-
tung zu verhindern. Insbesondere bei hohen Temperaturen altern durch den somit auftretenden
DLO-Effekt innere Bereiche bedeutend schwächer als oberflächennahe äußere Bereiche. Die sich
einstellende bleibende Verformung ist damit lokal unterschiedlich stark ausgeprägt und abhän-
gig von Sauerstoffdiffusion und -reaktion und der somit lokal unterschiedlichen Auswirkung auf
das mechanische Verhalten.
Mit Hilfe des vorgestellten Modells kann dieses Experiment simuliert werden. Das verwendete
Finite-Elemente-Modell ist im undeformierten und im komprimierten Zustand in Abbildung
7.1 dargestellt. Im Experiment kann durch die Platten, die zum Zusammendrücken des Pro-
bekörpers benötigt werden, der Sauerstoff nicht über die obere bzw. untere Fläche eindringen,
Luftsauerstoff liegt ausschließlich an der Mantelfläche an. Dies wird auch in der Simulation
durch eine geeignete Henry-Randbedingung beachtet. Bei der Berechnung des mechanischen
Problems wird zudem angenommen, dass ein perfektes Haften zwischen den Platten und dem
Gummi vorliegt.
Das Ergebnis der chemischen Simulation ist in Abbildung 7.1 rechts an der unverformten Geo-
metrie dargestellt. Durch den DLO-Effekt kommt es zu einer inhomogenen Verteilung der Sau-
erstoffkonzentration. Diese Verteilung wird unter anderem durch die mechanische Deformation
beeinflusst, was im Rahmen des Simulationsmodells beachtet wird. In dem Ergebnis der Simu-
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lation wird dies durch die Abhängigkeit des Konzentrationsverlaufs von der Dickenposition im
Probekörper deutlich.
Diese Inhomogenität in der Sauerstoffkonzentration führt zu einer Inhomogenität in dem Sau-
erstoffverbrauch. Somit werden in den inneren Bereichen weniger Vernetzungsstellen gespalten
und neu aufgebaut, die spannungsfreie Konfiguration liegt somit dort näher an der Ausgangs-
konfiguration als in den äußeren Bereichen. Zudem ist die Steifigkeit lokal unterschiedlich ver-
teilt, wenn das Material zu einer Versteifung bzw. Erweichung während der Alterung neigt.
Diese Inhomogenität führt dazu, dass der Probekörper nach Entlastung seine zylinderförmi-
ge Geometrie verliert und eine Ausbauchung an den Oberflächen zeigt (Abbildung 7.2 links).
Durch die sich lokal unterschiedlich entwickelte spannungsfreie Konfiguration verbleibt zudem
nach der Entlastung ein komplexer Eigenspannungszustand im Material, was in Abbildung
7.2 mit einer Darstellung der Vergleichsspannung nach von Mises verdeutlicht wird. Diese
Eigenspannungen können teilweise ausgelöst werden, wenn nach der erfolgten Alterung der
Probekörper mittig zerschnitten wird. In Abbildung 7.2 wird rechts die sich einstellende Form
des zerschnittenen Probekörpers in der Simulation mit einer real gemessenen Form verglichen.
Das vorgestellte Modell ist offensichtlich in der Lage, die Form des Probekörpers nach Ent-
lastung und Zerteilen qualitativ abzubilden. Dies erscheint nur möglich, wenn die inhomogene
Verteilung der Spannungen im Material nach Alterung und Entlastung realistisch vorhergesagt
werden.
Abbildung 7.1: Links: Finite-Elemente-Modell eines Druckverformungsrestprobekörpers im un-
verformten und im komprimierten Zustand.
Rechts: Darstellung der Sauerstoffverteilung innerhalb des komprimierten Pro-
bekörpers. Es sind sowohl der DLO-Effekt als auch die Auswirkung mechani-
scher Deformation auf die sich einstellende Sauerstoffverteilung sichtbar.
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Abbildung 7.2: Links: Darstellung der Vergleichsspannung nach von Mises innerhalb des nach
erfolgter Alterung entlasteten Probekörpers.
Rechts: Vergleich zwischen Simulation und Experiment: sich einstellende Form
nach Zerschneiden eines inhomogen gealterten Probekörpers (Experiment:
FTI).
7.1.2 Inhomogene Alterung eines Prüfpuffers
Um das Simulationsmodell und die Vorhersagen quantitativ mit Experimenten vergleichen zu
können, wurden statische Alterungsversuche an einem taillierten Prüfpuffer von der Firma ZF
Friedrichshafen AG durchgeführt. Es wurden Probekörper aus einem rußgefüllten SBR herge-
stellt und das Verhalten für verschiedene Alterungstemperaturen und -zeiten untersucht. Mit
Hilfe des in Abbildung 5.3 dargestellten Experiments wurde wie in Abschnitt 5.2.1 beschrieben
die Geschwindigkeit eines linearen Reaktionsgesetzes bei 140◦C bestimmt. Da die zu simulieren-
den mechanischen Alterungsexperimente bei 80◦C durchgeführt wurden, wird zur Simulation
eine extrapolierte Reaktionsgeschwindigkeit verwendet. Dazu wird die in Nasdala (2005) für
SBR angegebene Aktivierungsenergie von Ea = 104kJ/mol verwendet. Der Diffusionskoeffi-
zient und die Löslichkeit wurden mit Hilfe von Permeationsmessungen (vgl. Abschnitt 5.1)
bestimmt. Anhand der aus dem gleichen Material hergestellten S2-Zugprüfkörper wurden mit
Hilfe von komplexen intermittierenden Tests die Parameter des mechanischen Modells (siehe
Abschnitt 5.3) identifiziert. Da keine kontinuierlichen Relaxationsmessungen zu diesem Mate-
rial vorliegen, wird der Parameter αs = 0 gesetzt. Bei dem verwendeten Simulationsbeispiel
ist dies nicht von Bedeutung, da auch bei der komplexeren Geometrie ausschließlich der Ge-
samtparameter αa = αv − αs eine Rolle spielt. Da die Alterungsversuche im undeformierten
Zustand stattfanden, gilt für die Simulation C 11 (t) = I ∀ t, unabhängig von dem tatsächlichen
zeitlichen Verlauf der Größe .µ/µ (vgl. Gleichung (4.218)). Die Erhöhung der Gesamtsteifigkeit
µν mit zunehmendem Alter kann daher mit Hilfe des identifizierten Parameters αa vollständig
beschrieben werden.
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Die chemische Simulation der Alterung des Probekörpers führt auf die in 7.3 dargestellten Ver-
läufe der Sauerstoffkonzentration. Durch anvulkanisierte Metallhalterungen, die zum Einspan-
nen des Puffers in eine Prüfmaschine benötigt werden, liegt der Luftsauerstoff ausschließlich an
der Mantelfläche an, die Grund- und Deckfläche sind gegen Sauerstoff isoliert. Auch in diesem
Beispiel ist der DLO-Effekt sichtbar, der zu einem hohen Sauerstoffverbrauch in äußeren und
einem geringeren in inneren Bereichen führt. Da die Stärke der Veränderung der Materialeigen-
schaften bei der oxidativen Alterung zum Sauerstoffverbrauch proportional ist, sind die inneren
Bereiche schwächer gealtert als die äußeren.
Abbildung 7.3: Simulation der Sauerstoffkonzentration innerhalb eines taillierten Prüfpuffers.
Der DLO-Effekt, der umso ausgeprägter ist, je höher die Temperatur gewählt
wird, ist deutlich sichtbar.
Die Auswirkungen dieser Inhomogenität sind durch das mechanische Verhalten sichtbar. In
Abbildung 7.4 sind Zug-Druck-Versuche an Prüfpuffern nach verschiedenen Alterungszeiten
bei 80◦C abgebildet. Homogen gealterte S2-Zugstäbe verändern ihre Steifigkeit innerhalb von
30 Tagen bei 80◦C um ca. 65 % (siehe Abbildung 5.7). Der hier simulierte großvolumige Puffer,
der ebenfalls bei 80◦C für einen vergleichbaren Zeitraum von 28 Tagen gealtert wird, verän-
dert seine Steifigkeit dagegen nur um 25 % (Abbildung 7.4 unten). Dieser Effekt wird durch
das Modell quantitativ richtig abgebildet. Im Zugbereich stimmen die simulierten Kräfte zu-
dem gut mit den experimentell erhaltenen überein. Im Druckbereich sind Abweichungen zu
erkennen, was auf die Auswahl der Experimente zur Parameteridentifikation zurückzuführen
ist. Für den Fall, dass neben Zugversuchen an S2-Probekörpern auch weitere Experimente zur
Verfügung stehen, kann die Übereinstimmung verbessert werden. Es kann zudem festgestellt
werden, dass derMullins-Effekt auch bei dem hier betrachteten inhomogen belasteten Bauteil
128 7 Anwendungsbeispiele
in Übereinstimmung mit dem Experiment abgebildet werden kann.
7.2 Konvergenz des gestaffelten Algorithmus
Die in Abschnitt 6.1 hergeleitete entkoppelte Lösungsstrategie liefert mit nur einem gestaffelten
Schritt genaue Ergebnisse, wenn sich der Deformationsablauf in dem repräsentativen Lastspek-
trum während der betrachteten Alterungszeit nicht maßgeblich ändert. Viele technisch verwen-
dete Bauteile sind jedoch durch Kräfte belastet. Durch Kriechvorgänge wird sich der zeitliche
Verlauf der Deformation daher mit zunehmendem Alter von dem der Anfangszeit unterscheiden.
Dadurch ändert sich sowohl die Auswirkung der mechanischen Deformation auf die Diffusions-
prozesse als auch die Entwicklung der spannungsfreien Konfiguration, was bei Verwendung nur
eines gestaffelten Schrittes nur ungenau abgebildet werden kann. Um den Fehler zu verringern,
können mehrere gestaffelte Lösungsschritte verwendet werden. Im folgenden Abschnitt wird
gezeigt, dass auch bei Problemen, bei denen sich der zeitliche Verlauf der Deformation während
der Alterung maßgeblich ändert, eine Konvergenz erreicht werden kann. Als Beispiel dient eine
kraftgesteuerte Simulation eines Prüfpuffers. Der Probekörper wird kombiniert auf Zug und
Scherung belastet, die Deformationen während der Alterung sind groß (vgl. Abbildung 7.5).
Als Materialmodell wird Variante I des Dynamischen-Netzwerk-Modells (4.210) ohne Beach-
tung des Mullins-Effekts verwendet. Es werden zwei verschiedene Simulationen durchgeführt.
Im ersten Fall werden zeitlich veränderliche Kräfte Fx und Fy aufgebracht, so dass ein zyklischer
Zug-/Scherversuch entsteht. Im zweiten Fall werden konstante Kräfte Fx und Fy aufgebracht,
die Deformation des Probekörpers nimmt dann aufgrund von chemischen Kriechvorgängen ste-
tig zu. Die Ergebnisse der Simulationen sind in Abbildung 7.6 dargestellt. Durch Versteifungs-
effekte nimmt der Umfang der Deformation im Fall der zeitlich veränderlichen Last während
der Alterung ab. Zudem verändert sich die entspannte Lage des Probekörpers, da sich aufgrund
von Neuvernetzungsprozessen die spannungsfreie Konfiguration ändert (wegen des hier beach-
teten DLO-Effekts lokal unterschiedlich). Bei einer Belastung mit zeitlich konstanten Kräften
kommt es zu einem Kriechen, der Probekörper wird stetig weiter verlängert und geschert. Die
entstehende Kriechgeschwindigkeit ist abhängig von der Geschwindigkeit der Spaltung von Ver-
netzungsstellen sowie der Geschwindigkeit der Neuvernetzung und der sich stetig verändernden
Lage, in der die Vernetzungsstellen spannungsfrei eingebracht werden. Dieser Prozess ist damit
besonders stark von dem zeitlichen Ablauf der Deformation abhängig und kann als besonders
anspruchsvoller Test angesehen werden.
In Abbildung 7.7 ist für die zeitlich konstante Belastung die Norm der Verschiebung der Deck-
fläche des Puffers in Abhängigkeit von der Anzahl der verwendeten gestaffelten Lösungsschritte
dargestellt. Es zeigt sich, dass mit zunehmender Anzahl an gestaffelten Schritten die berechnete
Verschiebung zunimmt. Mit steigender Anzahl an Lösungsschritten nimmt diese Änderung ab,
der Unterschied in der Verschiebung zwischen 32 und 64 Schritten beträgt nur 0, 1 %. Dies
ist auf die genauere Beachtung der sich zeitlich verändernden Deformation zurückzuführen. Es
kann damit angenommen werden, dass mit Hilfe des vorgeschlagenen gestaffelten Algorithmus
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Abbildung 7.4: Vergleich zwischen Simulation und Experiment: Zug-Druck-Versuch an einem
taillierten Prüfpuffer aus einem gefüllten SBR nach den angegebenen Alterungs-
zeiten bei 80◦C (Experiment: ZF Friedrichshafen AG).
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Konvergenz erreicht werden kann. Eine akzeptable Genauigkeit wird bereits mit 4 Schritten
erreicht. Der Unterschied zur Simulation mit 64 Schritten beträgt weniger als 2 %.
7.3 Fahrwerksbuchse
Um zu zeigen, dass das Dynamische-Netzwerk-Modell, die numerischen Methoden und die Im-
plementierung auch bei komplexen und industrierelevanten Bauteilen anwendbar sind, wird
die Simulation einer Fahrwerksbuchse der Firma TrelleborgVibracoustic GmbH durchgeführt.
Dieses Bauteil wird vornehmlich zur Schwingungsisolation als Verbindungselement zwischen
Achslenker und Karosserie eingesetzt (Freund (2013)). Das Originalbauteil sowie das Finite-
Elemente-Modell sind in Abbildung 7.8 dargestellt. In dem Simulationsmodell, das aus 8.084
8-Knoten-Hexaederelementen besteht, werden ausschließlich die Bereiche aus Gummi model-
liert, die Stahlteile werden durch Randbedingungen ersetzt. Im mechanischen Problem werden
die anvulkanisierten Metallteile als ideal starr angesetzt, für die Berechnung des Diffusions-
/Reaktionsproblems wird angenommen, dass über die anvulkanisierten Flächen kein Sauerstoff
eintreten kann. In dem Simulationsbeispiel wird eine einseitige Torsionsbelastung aufgebracht,
durch die der innere Teil der Buchse gegen den äußeren Teil während der gesamten Alterungs-
dauer zyklisch verdreht wird (vgl. Abbildung 7.8). Die im realen Einsatz auftretende Belastung
ist als deutlich komplexer anzunehmen.
Die sich einstellende Sauerstoffverteilung ist in Abbildung 7.9 dargestellt. Der Einfluss der De-
formation auf die Diffusionsprozesse ist in diesem Fall gering, da die Verschiebungen in dem
Problem groß sind, die Verzerrungen jedoch vergleichsweise klein. Wird die Buchse nach der
Alterung entlastet, ergibt sich eine bleibende Verformung, da sich die spannungsfreie Konfigu-
ration durch Neuvernetzungsprozesse geändert hat. Da das Bauteil ein vergleichsweise großes
Volumen besitzt, spielt auch in diesem Beispiel der DLO-Effekt eine Rolle. Nach Entlastung
ergibt sich eine bleibende Verformung, da sich aufgrund der Alterungsprozesse die spannungs-
freie Konfiguration geändert hat. Zudem entsteht durch die inhomogene Alterung ein Eigen-
spannungszustand im Material, der durch das Dynamische-Netzwerk-Modell vorhergesagt wird.
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Abbildung 7.5: Geometrie und Randbedingungen des Simulationsbeispiels zum Test der Kon-
vergenz des gestaffelten Algorithmus. Die untere und obere Fläche des taillierten
Prüfpuffers bleiben stets eben und horizontal. Die untere Fläche wird fest ein-
gespannt, die obere Fläche mit den zeitlich veränderlichen Kräften Fx und Fy
belastet. Sauerstoff kann ausschließlich über die Mantelfläche eindringen. Die
zeitlich veränderlichen Kräfte bewirken bei einem ungealterten Material den im
unteren Diagramm dargestellten Verschiebungsverlauf der oberen Fläche. Die-
ser zeitliche Verlauf der Kräfte wird während der gesamten oxidativen Alterung
angenommen.
Abbildung 7.6: Ergebnis der Simulation des taillierten Prüfpuffers. Durch Alterungsprozesse än-
dert sich der Verlauf der Verschiebung der oberen Fläche. Die Parameter wurden
so gewählt, dass die Steifigkeit des Materials zunimmt. Durch die einsetzenden
Alterungsprozesse nimmt somit der Umfang der Deformation ab. Auch der Fall
zeitlich konstanter Kräfte kann simuliert werden (Kurve „Kriechen“)
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Abbildung 7.7: Nachweis der Konvergenz des gestaffelten Algorithmus: der Betrag der Verschie-
bung umax der Deckfläche des Puffers in Abhängigkeit von der Anzahl gestaf-
felter Lösungsschritte für den Kriechtest (d.h. zeitlich konstante Kräfte). Schon
nach 4 gestaffelten Schritten wird eine akzeptable Genauigkeit erreicht.
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Abbildung 7.8: Originalbauteil und Simulationsmodell einer Fahrwerksbuchse der Firma Trel-
leborgVibracoustic. Aufgrund der Symmetrie wird nur eine Hälfte der Buchse
modelliert. In dem Simulationsmodell werden ausschließlich die Elastomerantei-
le abgebildet, die metallischen Teile werden durch geeignete Randbedingungen
ersetzt. Während der gesamten Alterung wird der innere Teil der Buchse gegen
den äußeren Teil zyklisch in eine Richtung tordiert.
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Abbildung 7.9: Sauerstoffkonzentration in der Fahrwerksbuchse nach der Alterung unter dy-
namischer Last (Blick auf die Symmetrieebene). Aufgrund des DLO-Effektes
ergibt sich eine inhomogene Verteilung des Sauerstoffs im Bauteil.
Abbildung 7.10: Bleibende Verformung der Fahrwerksbuchse nach Alterung unter dynamischer
Last. Der nach Entlastung entstehende Eigenspannungszustand (abgebildet
ist die Vergleichsspannung nach von Mises) wird durch das Dynamische-
Netzwerk-Modell vorhergesagt.
Kapitel 8
Zusammenfassung
Aufgrund der großen Bedeutung technischer Gummiwerkstoffe in industriellen Anwendungen ist
die Vorhersage des Materialverhaltens ein aktuelles Forschungsgebiet. Insbesondere durch che-
mische Prozesse verursachte Veränderungen der Materialeigenschaften gewinnen an Bedeutung,
da aufgrund gestiegener Anforderungen an die Haltbarkeit von Bauteilen diese Alterungseffekte
verstanden, vorhergesagt und abgeschwächt werden müssen.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein mathematisches Modell hergeleitet, das die chemischen Vor-
gänge abbildet und deren Auswirkungen auf wichtige Eigenschaften in einem mechanischen
Materialmodell beachtet. Insbesondere die Oxidation durch Luftsauerstoff wird im Rahmen
dieser Arbeit behandelt.
Eine detaillierte Analyse des komplexen Reaktionsmechanismus der Oxidation zeigt, dass die
Stärke der Änderung der Materialeigenschaften durch Oxidation proportional zur Menge des
verbrauchten Sauerstoffs ist. Um diesen Zusammenhang nachweisen zu können, wird das be-
stimmende Differentialgleichungssystem analysiert und vereinfacht. Es wird gezeigt, dass der
lokale Sauerstoffverbrauch als eine nichtlineare Funktion der Sauerstoffkonzentration berechnet
werden kann. Durch Beachtung des Stofftransports nach dem Fickschen Gesetz kann damit
die lokale Sauerstoffverteilung in großvolumigen Bauteilen berechnet und der Effekt der diffu-
sionslimitierten Oxidation (DLO-Effekt), der zu inhomogenen Alterungszuständen im Material
führt, vorhergesagt werden.
Das mechanische Materialverhalten alternder Gummiwerkstoffe wird mit Hilfe eines neuartigen
Ansatzes modelliert. Das in dieser Arbeit vorgestellte Dynamische-Netzwerk-Modell betrachtet
die Auswirkungen der chemischen Reaktionen auf das mechanische Verhalten als einen kontinu-
ierlichen Netzwerkumbau durch das Entfernen und neue Einsetzen von Verbindungen zwischen
Polymerketten. Dieser Zugang beachtet, dass die chemischen Alterungsreaktionen sowohl zu
Versteifungen als auch zu Erweichungen führen können und bei deformiert gealterten Proben
bleibende Verformungen nach Entlastung auftreten. Dies wird durch eine variable spannungs-
freie Konfiguration ermöglicht, die sich abhängig von den Alterungsreaktionen einstellt. Im
Rahmen dieser Arbeit wird die mathematische Umsetzung durch eine multiplikative Zerlegung
des Deformationsgradienten motiviert. Eine Beschränkung auf bestimmte Ansätze für die freie
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Energie führt auf eine große Klasse von Modellen, bei denen die innere Variable, welche die
Lage der spannungsfreien Konfiguration bestimmt, durch eine lineare Differentialgleichung be-
schrieben wird. Dies ist eine wichtige Voraussetzung für die effiziente numerische Umsetzung
des chemisch-mechanisch gekoppelten Problems.
Die Vorhersagen des Dynamischen-Netzwerk-Modells werden für unterschiedliche Experimente
hergeleitet und mit experimentellen Ergebnissen verglichen. Daraus werden Hypothesen abge-
leitet, mit denen die Kopplung zwischen chemischen Kenngrößen und Materialfunktionen des
Modells realisiert wird. Das Ergebnis ist ein chemisch-mechanisch gekoppeltes Modell, das eine
Vielzahl von experimentell beobachteten Alterungseffekten abbilden kann.
Innerhalb kurzer Zeiten, während derer eine Veränderung des Materialverhaltens durch Alte-
rung vernachlässigt werden kann, kann das Dynamische-Netzwerk-Modell als ein elastisches
Modell angesehen werden.
Das Materialverhalten von Gummiwerkstoffen wird durch eine Reihe von inelastischen Ef-
fekten beeinflusst. Im Rahmen dieser Arbeit wird der sogenannteMullins-Effekt beachtet, der
zu einer Entfestigung abhängig von der maximalen Belastung in der Geschichte des Materials
führt. Dazu wird ein Ansatz von Ogden u. Roxburgh (1999) analysiert und verallgemeinert, wo-
durch beliebige thermodynamisch konsistente Materialmodelle um Entfestigungseffekte erwei-
tert werden können. Auch auf das thermodynamisch konsistente Dynamische-Netzwerk-Modell
wird dieser Zugang angewandt, wodurch experimentelle Daten quantitativ abgebildet werden
können.
Das chemische Problem, das den Transport von Sauerstoff im Elastomer und dessen Reaktion
beachtet, wird mathematisch durch einen Diffusionskoeffizienten und eine Reaktionsgeschwin-
digkeit bestimmt. Zudem besitzen das Dynamische-Netzwerk-Modell und die Kopplungsfunk-
tionen, die chemische Kenngrößen mit der Veränderung des mechanischen Materialverhaltens
mathematisch verbinden, abhängig vom gewählten Ansatz gewisse zu bestimmende Materi-
alparameter. Um eine Identifikation dieser Parameter zu ermöglichen, werden verschiedene
Experimente vorgeschlagen, mathematisch modelliert und deren Eignung zur Parameteridenti-
fikation analysiert. Mit einer vergleichsweise geringen Anzahl von Experimenten können sowohl
die chemischen als auch die mechanischen Modellparameter sicher identifiziert werden.
Das Problem der oxidativen Alterung von Gummiwerkstoffen ist ein sogenanntes Mehrskalen-
problem. Die chemischen Prozesse laufen relativ langsam ab, signifikante Auswirkungen sind
bei anwendungsrelevanten Temperaturen erst nach mehreren Tagen beobachtbar. Die Defor-
mationen industrierelevanter Bauteile finden hingegen im Bereich von wenigen Sekunden statt,
die bestimmende Zeitskala des mechanischen Problems ist damit um viele Größenordnungen
kleiner als die der Oxidation. Um eine voll gekoppelte Berechnung zu ermöglichen, müssten
daher kleine Zeitschritte verwendet werden, die Simulation jedoch über den langen Alterungs-
zeitraum stattfinden. Die dafür notwendige Berechnungszeit ist selbst bei kleinen Problemen
so groß, dass eine Simulation nicht zweckmäßig ist. In dieser Arbeit wird daher ein sogenannter
gestaffelter Lösungsalgorithmus vorgeschlagen, der das Alterungsproblem nach einer mathema-
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tischen Entkopplung der Feldprobleme über geeignete Kopplungsvariablen effizient berechnen
kann. Mit Hilfe dieses Algorithmus kann eine Simulation in angemessener Zeit durchgeführt
und das Alterungsverhalten komplexer Strukturen vorhergesagt werden.
Der abschließende Teil der Arbeit behandelt Beispielsimulationen unter Verwendung der vor-
gestellten Modelle und Algorithmen. Eine Analyse des gestaffelten Algorithmus zeigt, dass eine
Konvergenz auch bei kritischen Problemen sichergestellt ist. Die Simulation anwendungsnaher
Strukturen zeigt, dass die abgeleiteten Modelle sehr gut in einem industriellen Umfeld einsetz-
bar sind.
Das mechanische Materialmodell, das in dieser Arbeit vorgestellt wird, verhält sich nach einer
eventuellen Entfestigung elastisch innerhalb kurzer Zeiten, in denen die Auswirkung chemischer
Prozesse vernachlässigt werden kann. In diesem Modell werden mit Ausnahme des Mullins-
Effektes die inelastischen Anteile des Materialverhaltens nicht beachtet. Da insbesondere bei
hoch gefüllten Gummiwerkstoffen diese Anteile jedoch eine bestimmende Rolle spielen können,
sollten diese in künftigen Arbeiten analysiert und modelliert werden. Dabei müssen insbe-
sondere die Auswirkungen der chemischen Alterung auf die physikalischen Spannungsanteile
Beachtung finden. Mit den Inelastizitäten eng verbunden ist die Analyse der thermomechani-
schen Kopplung. Durch dissipative Effekte kommt es bei dynamisch belasteten Bauteilen zu
einer Selbsterwärmung, wodurch die chemischen Prozesse wiederum stark beschleunigt werden.
Eine Erweiterung eines inelastischen Modells auf die beschriebenen Alterungseffekte sowie eine
thermomechanisch-chemisch gekoppelte Simulationsstrategie sollten entwickelt werden. Die im
Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Simulationsstrategien müssen dafür entsprechend angepasst
und erweitert werden.
Eine Erweiterung des chemischen Modells ist ebenfalls erstrebenswert. Insbesondere der Ver-
brauch und Transport von Alterungsschutzmittel und Weichmacher sollte in zukünftigen Ar-
beiten modelliert werden. Die dort auftretenden nicht-klassischen Diffusionseffekte müssen im
Rahmen eines erweiterten Entropiekonzepts analysiert und abgebildet werden. Veränderte Si-
mulationsstrategien ermöglichen die Berechnung einer quasi-stationären Lösung des Oxidati-
onsproblems unter Beachtung der Antioxidantien.
Zudem sollten anaerobe Alterungseffekte einer detaillierten experimentellen Analyse unterzogen
werden. Deren mathematische Abbildung ist aufgrund der fehlenden Inhomogenitäten einfacher
zu realisieren als die der oxidativen Prozesse.
Anhang A
Lösung eines speziellen
eindimensionalen Diffusionsproblems
Insbesondere für die Parameteridentifikation ist das eindimensionale Diffusionsproblem von
Bedeutung. Eindimensionale Diffusion tritt beispielsweise in sehr guter Näherung bei dünnen
Membranen auf, die in zwei Dimensionen viel größer als in der dritten sind und bei denen
ein Stoffaustausch über die Seitenflächen vernachlässigt werden kann. In diesem Fall findet ein
Stofffluss ausschließlich in Dickenrichtung statt.
Gegeben sei eine Membran der Dicke 2d. Die Koordinate x beschreibt die Dickenposition in der
Membran, die Außenränder befinden sich bei x = ±d.
Ausgangspunkt ist die Diffusionsgleichung (4.173):
.
c − ∂
∂x
D
∂c
∂x
− r = 0 . (A.1)
Dabei ist D die Diffusionskonstante und r ein Reaktionsterm, der von der Konzentration c
abhängen kann. Für den hier behandelten Spezialfall wird das Gesetz von Henry für beide
Außenränder als Randbedingung verwendet:
c (x = ±d) = S · p . (A.2)
Hierbei sind S die Löslichkeit und p der Partialdruck des diffundierenden Stoffes in der Umge-
bung.
Die Lösung des Problems ist für symmetrische Anfangsbedingungen symmetrisch, daher kann
auch die folgende Symmetriebedingung anstelle einer Henry-Randbedingung auf einem der
Ränder verwendet werden:
∂c
∂x
∣∣∣∣∣
x=0
= 0 . (A.3)
Um das Problem zu vereinfachen, wird eine Dimensionsanalyse durchgeführt, indem folgende
dimensionslose Größen eingeführt werden:
ξ := c
S · p, τ :=
t
Tˆ
, ζ := x
d
, δ := DTˆ
d2
. (A.4)
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Der Parameter Tˆ stellt hier eine charakteristische Zeit dar.
Die Diffusionsgleichung kann somit in die folgende Gestalt überführt werden (mit (•)′ = ∂
∂ζ
):
∂ξ
∂τ
= δξ′′ + Tˆ r
S · p, ξ (ζ = ±1) = 1, ξ
′ (0) = 0 . (A.5)
Im Fall der oxidativen Alterung ist die stationäre Lösung des Diffusionsproblems interessant
(vgl. Abschnitt 4.1.6). Im Fall der betrachteten eindimensionalen Diffusion ergibt sich folgende
gewöhnliche Differentialgleichung:
0 = δξ′′ + Tˆ r
S · p, ξ (ζ = ±1) = 1, ξ
′ (0) = 0 . (A.6)
Für den Fall, dass eine lineare Reaktionsgleichung mit Geschwindigkeit k verwendet wird, d.h.
r = −kc, kann die stationäre Lösung analytisch angegeben werden. Mit Definition der Para-
meter
Tˆ = 1
k
, κ :=
√
kd2
D
(A.7)
nimmt die Diffusionsgleichung folgende Form an:
0 = ξ′′ − κ2ξ, ξ (ζ = ±1) = 1, ξ′ (0) = 0 . (A.8)
Damit ergibt sich der folgende Ausdruck für den Konzentrationsverlauf ξ (ζ) in der Membran:
ξ (ζ) = exp [κζ] + exp [−κζ]exp [κ] + exp [−κ] . (A.9)
Im Fall, dass die Reaktionskinetik nichtlinear ist (z.B. wie nach Gleichung (4.156)), kann im All-
gemeinen keine analytische Lösung der Differentialgleichung angegeben werden. In diesem Fall
wird ein numerisches Verfahren benötigt, das die Konzentrationsverteilung berechnen kann. Ein
sehr einfach zu implementierendes Verfahren benutzt finite Differenzen zur Ortsdiskretisierung
und ein explizites Euler-Verfahren zur Zeitintegration. Ausgangspunkt ist die instationäre
Form der Diffusionsgleichung (A.5). Über das Gebiet (d.h. die halbe Dicke der Membran) wer-
den äquidistant nx + 1 Gitterpunkte mit den Koordinaten ζi = ih, i = 0 . . . nx definiert. Die in
der Differentialgleichung auftretende zweite räumliche Ableitung wird wie folgt approximiert:
ξ′′ (τi, ζj) ≈ ξ (τi, ζj+1) + ξ (τi, ζj−1)− 2ξ (τi, ζj)
h2
für j = 1, . . . , nx − 1 . (A.10)
Die Zeitableitung wird ebenfalls durch einen Differenzenquotienten angenähert:
∂ξ
∂τ
(τi, ζj) ≈ ξ (τi + ∆τ, ζj)− ξ (τi, ζj)∆τ (A.11)
Aus den Randbedingungen ξ (ζ = 1) = 1, ξ′ (0) = 0 folgen Bestimmungsgleichungen für die
Konzentrationen am Rand bei ζ = 1 sowie in der Mitte der Membran bei ζ = 0:
ξ (ζ = 1) = ξ (ζnx) = 1, ξ′ (ζ = 0) = 0 ⇒ ξ (ζ0) = ξ (ζ1) . (A.12)
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Aus den Anfangsbedingungen sind die Konzentrationen ξ (0, ζi) bekannt. Einsetzen in die Dif-
ferentialgleichung (A.5) liefert eine Berechnungsvorschrift für die Konzentrationen an den Git-
terpunkten ζ1 bis ζnx−1 zum Zeitpunkt ∆τ , die ausschließlich bekannte Größen enthält und
somit direkt ausgewertet werden kann:
ξ (∆τ, ζj) = ξ (0, ζj) +
∆τδ
h2
[ξ (0, ζj+1) + ξ (0, ζj−1)− 2ξ (0, ζj)]− T
Sp
r (ξ (0, ζj)) . (A.13)
Wiederholtes Anwenden der Formel, wobei in die rechte Seite von (A.13) die bekannten Grö-
ßen zum Zeitpunkt τi eingesetzt werden, liefert die Konzentrationen an den Gitterpunkten für
Zeitpunkte τi + ∆t:
ξ (τi + ∆τ, ζj) = ξ (τi, ζj) +
∆τδ
h2
[ξ (τi, ζj+1) + ξ (τi, ζj−1)− 2ξ (τi, ζj)]− T
Sp
r (ξ (τi, ζj)) .
(A.14)
Nach Crank (1975) ist das Verfahren stabil für
∆τ ≤ 1
δ
h2
2 . (A.15)
Dieses Verfahren kann auch verwendet werden, um die stationäre Lösung des Diffusionsproblems
zu berechnen. Dazu muss die Updateformel (A.13) nur so lang ausgewertet werden, bis die
zeitliche Konzentrationsänderung ein vorab definiertes Abbruchkriterium unterschreitet.
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